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Ôèçèêà âîëíîâûõ ïðîöåññîâ è ðàäèîòåõíè÷åñêèå ñèñòåìû

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òðàäèöèîííûå ñïîñîáû îï-

ðåäåëåíèÿ ñïåêòðà ïðîöåññîâ è îòäåëüíûõ ñèã-

íàëîâ îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè èõ ðàçëîæå-

íèé â ðÿäû èëè ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðàëàìè

Ôóðüå ñ ïðèìåíåíèåì áàçèñíûõ îðòîãîíàëüíûõ

ôóíêöèé. Îäíàêî ýòè ñïîñîáû âìåñòå ñ èõ ìîäè-

ôèêàöèÿìè íå âñåãäà ýôôåêòèâíû ïðè àíàëèçå

êîðîòêèõ ñèãíàëîâ (èìåþùèõ êîíå÷íóþ äëèòåëü-

íîñòü), â òîì ÷èñëå ôðàãìåíòîâ ïðîöåññîâ. Ãëàâ-

íûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ èñêóññòâåííî íàâÿçû-

âàåòñÿ ïîâåäåíèå ñèãíàëà íà êîíöàõ è âíå èíòåð-

âàëà (â òîì ÷èñëå ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà ñèãíàëà

è åãî ïðîèçâîäíîé), ÷òî îòðèöàòåëüíî, à èíîãäà

ãóáèòåëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà ïîêàçàòåëÿõ, õàðàê-

òåðèçóþùèõ êîëåáàòåëüíûå ñâîéñòâà ñèãíàëà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ñòà-

öèîíàðíîãî íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà. Âûäåëèì èç

íåå îòðåçîê. Ðàññ÷èòàåì ñïåêòð ïîñëåäíåãî, èñ-

ïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Â òàêîì ñïåêòðå íå îòîáðàæàþòñÿ êîððåëÿöèîí-

íûå ñâîéñòâà ïðîöåññà, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èñïîëü-

çîâàòü åãî, íàïðèìåð, äëÿ èíòåðïîëÿöèè è ýêñò-

ðàïîëÿöèè. Àíàëîãè÷íîå äåéñòâèå èìååò ìåñòî è

äëÿ äèñêðåòíûõ ïðîöåññîâ. Äàëåå ñïåêòðû íà îñ-

íîâå ðàçëîæåíèé Ôóðüå îáëàäàþò çíà÷èòåëüíîé

èçáûòî÷íîñòüþ (ïî êîëè÷åñòâó ãàðìîíèê). Â ðå-

çóëüòàòå èìååì íåêèé ïàðàäîêñ: òðàäèöèîííûé

ñïåêòð êîðîòêîãî ïðîöåññà, ñîñòîÿùåãî èç íåñêîëü-

êèõ ãàðìîíèê, íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì, ÷òî íå

ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîñòè. Ôóíêöèè, âîññòàíîâ-

ëåííûå ïî äèñêðåòíîìó ñïåêòðó Ôóðüå, ïîäâåð-

æåíû òàêæå ÿâëåíèþ Ãèááñà. Ýòè è äðóãèå íåäî-

ñòàòêè ñïåêòðîâ ïîäðîáíåå ðàññìàòðèâàþòñÿ

íèæå.

Ïîýòîìó, â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíî è ïî-

ëåçíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðèìåíå-

íèå èíîãî, áîëåå ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ

êîëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâ ñèãíàëà âíóòðè âðåìåí-

íîãî èíòåðâàëà. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå íîâûé òèï ñïåêòðà, äàäèì åìó ñîîòâåò-

ñòâóþùåå îïðåäåëåíèå è ïðåäëîæèì àëãîðèòìû

åãî ðàñ÷åòà. Ïîñòàâèì è ðåøèì ñëåäóþùóþ îï-

òèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó. Íóæíî îïðåäåëèòü ìè-

íèìàëüíîå êîëè÷åñòâî K  ãàðìîíèê, íå îáÿçàòåëü-

íî îðòîãîíàëüíûõ, â ñóììå îáðàçóþùèõ (ñ çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ) âíóòðè âðåìåííîãî èíòåðâàëà

[0, ]T  êîðîòêèé ïðîöåññ – äèñêðåòíûé ïî âðåìå-

íè — [ ]x n , èëè íåïðåðûâíûé — ( )x t , à òàêæå

ðàññ÷èòàòü çíà÷åíèÿ

0 1 1 1, ( , , ), ..., ( , , ),K KA A B A Bω ω  (1)

ïàðàìåòðîâ ýòèõ ãàðìîíèê – ÷àñòîòû è àìïëè-

òóäû. Çäåñü 0A  — ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Ïðè

ýòîì ïîâåäåíèå ïðîöåññà âíå èíòåðâàëà íè÷åì

íå äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíî.

Íàéäåííûé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íàáîð ïàðà-

ìåòðîâ (1) áóäåì ñ÷èòàòü èñêîìûì ñïåêòðîì —

ãàðìîíè÷åñêèì ñïåêòðîì êîðîòêîãî ïðîöåññà.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïàðàìåòðàìè ñïåêòðà

áóäóò{ }, ,k k kRω ϕ . Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, îò-

ìå÷åííûå âûøå íåäîñòàòêè (ÿâëÿþùèåñÿ ñâîé-

ñòâàìè ñïåêòðà Ôóðüå) è ðÿä äðóãèõ ó íîâîãî

ñïåêòðà îòñóòñòâóþò.

Èçëîæåííàÿ ôîðìóëèðîâêà ÿâëÿåòñÿ ñ îäíîé

ñòîðîíû çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà, à ñ äðó-

Àïïðîêñèìàöèÿ êîðîòêèõ ïðîöåññîâ, ñèãíàëîâ, ôóíêöèé

è ðàñ÷åò èõ ãàðìîíè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ ñïåêòðîâ

Å.Â. Äìèòðèåâ
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Â ñòàòüå ââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå íîâàÿ êà÷åñòâåííàÿ è êîëè÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîðîòêèõ ïðî-
öåññîâ - ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî îïòèìàëüíîãî íàáîðà íå îáÿçàòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ãàðìîíè÷åñ-
êèõ ñîñòàâëÿþùèõ. Îïèñûâàþòñÿ ñâîéñòâà ñïåêòðà. Ñôîðìóëèðîâàíû óòâåðæäåíèÿ î âîçìîæíîñòè ðàçëî-
æåíèÿ êîðîòêèõ äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ â êîíå÷íûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä. Ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñî-
áû îïðåäåëåíèÿ íîâîãî ñïåêòðà. Èçëàãàþòñÿ ìåòîäû ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìàöèè êîðîòêèõ ïðîöåññîâ,
èñïîëüçóåìûå ïðè ðàñ÷åòå íîâîãî ñïåêòðà. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû.
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ã. Âîðîíåæ, ÎÀÎ «Êîíöåðí «Ñîçâåçäèå»

© Å.Â. Äìèòðèåâ, 2007



34              ÔÂÏèÐÒÑ, 2007

ãîé – çàäà÷åé àïïðîêñèìàöèè êîðîòêîãî ïðîöåñ-

ñà ôóíêöèåé

0

1

( ) ( cos sin )
K

k k k ky t A A t B t= + ω + ω∑ . (2)

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è èññëå-

äîâàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷. Ðàññìàò-

ðèâàåìûå ïðîöåññû — äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ çäåñü

ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íåçàâèñèìî

îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ, ñèã-

íàë èëè ôóíêöèÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå ñóììîé êî-

ëåáàíèé èëè íåò. Àíàëèçèðóåìûé ïðîöåññ ìî-

æåò ÿâëÿòüñÿ ïîëåçíûì ñèãíàëîì áåç, ëèáî ñ íà-

ëîæåííîé ïîìåõîé, êîòîðàÿ èëè àïðèîðíî

ïðèñóòñòâóåò â ñèãíàëå, èëè åå íàëè÷èå ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ.

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â êà÷åñòâå îøèá-

êè àïïðîêñèìàöèè äîñòàòî÷íî âçÿòü òðàäèöèîí-

íûå âûðàæåíèÿ

1
2 2 2 2

00

1 1
[ ( ) ( )] , { [ ] [ ]} ,

T N

S x t y t dt S x n y n
T N

−

= − = −∑∫  (3)

åñëè ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ íåïðåðûâíûé è

äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâåííî,

ãäå

0

1

[ ] cos sin
K

k k k k

k

nT nT
y n A A B

N N=

 = + ω + ω  ∑ . (4)

Çäåñü [ ] ( );y n y n t= ∆ t T N∆ = . Èñïîëüçîâàíèå

âûðàæåíèé (3) íàèáîëåå ýôôåêòèâíî, åñëè îøèáêè
( ) ( )y t x t−  äëÿ ðàçëè÷íûõ n t∆  ñòàòèñòè÷åñêè íå-

çàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó.

Åñòåñòâåííî, àìïëèòóäû è ÷àñòîòû ñïåêòðà

ñëåäóåò îïðåäåëÿòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ — ìèíèìèçàöèåé îøèáêè S, êàê öåëåâîé

ôóíêöèè, ïî ïàðàìåòðàì (1). Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ

áóäåò ðàçëè÷íûì â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà
K   èñïîëüçóåìûõ ãàðìîíèê. Ïîýòîìó çàäà÷à äîë-

æíà ðåøàòüñÿ ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëü-

íîãî óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ïàðàìåòð K  ñ âå-

ëè÷èíîé äîïóñòèìîé îøèáêè S. Â îäíîì ñëó÷àå

ýòî äîñòèæåíèå ìèíèìóìà sK  ïðè çàäàííîé îøèá-

êå èëè ìèíèìóìà îøèáêè ïðè çàäàííîì vK . Â

äðóãîì — äîñòèæåíèå ìèíèìóìà 0K  ïðè íóëå-

âîé S . Ãëàâíûì ïîêàçàòåëåì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà
K  ïðè ôèêñèðîâàííûõ N  è S . ×åì îíà ìåíüøå,

òåì áëèæå ðàññ÷èòûâàåìûé ñïåêòð ê ðåàëüíîìó.

Äàëåå ââîäÿòñÿ â ðàññìîòðåíèå íåêîòîðûå ïî-

íÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîöåññîâ è íîâûõ ñïåê-

òðîâ. Èçëàãàþòñÿ ïîëåçíûå ñâîéñòâà ïðîöåññîâ,

óñòàíîâëåííûå â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé. Ïðåä-

ëàãàåòñÿ îáùèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðîâ ïðî-

öåññà, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû. Äàþòñÿ õàðàêòåðèñ-

òèêè ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè è

ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ â ñðàâíåíèè ñ èçâåñòíûìè. Ïðè-

âîäÿòñÿ ýôôåêòèâíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ïîë-

íîãî è ÷àñòè÷íîãî ñïåêòðîâ ïðîöåññà: ñòàòèñòè-

÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé, àíàëèòè÷åñêèé ïàðàëëåëü-

íûé è ñòàòèñòè÷åñêèé ïîñëåäîâàòåëüíûé.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

 ×àñòè÷íûé ñïåêòð (×-ñïåêòð) — íàáîð ïàðà-

ìåòðîâ (1) ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà sK  (èëè

âî âòîðîì ñëó÷àå çàäàííîãî vK ) ñèíóñîèäàëüíûõ

êîìïîíåíò,  ñóììà êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóåò

íà èíòåðâàëå [0, ]T  íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ( )x t

èëè äèñêðåòíûé [ ]x n  ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþ-

ùåé çàäàííîãî çíà÷åíèÿ S  (èëè ñ ìèíèìàëüíî

âîçìîæíîé îøèáêîé âî âòîðîì ñëó÷àå).

 Ïîëíûé ñïåêòð (Ï-ñïåêòð) — íàáîð ïàðàìåò-

ðîâ (1) ñóììû ñèíóñîèäàëüíûõ êîìïîíåíò, àïï-

ðîêñèìèðóþùåé íà èíòåðâàëå [0, ]T  íåïðåðûâ-

íûé ïðîöåññ ( )x t  èëè äèñêðåòíûé [ ]x n , ãäå êî-

ëè÷åñòâî êîìïîíåíò 0K  îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå, ïðè êîòîðîì ðàâíà íóëþ

îøèáêà àïïðîêñèìàöèè S . Ï-ñïåêòð ìîæåò

íå áûòü åäèíñòâåííûì.

Â îáîèõ îïðåäåëåíèÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïà-

ðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ãàðìîíèê àïðèîðíî íå ñâÿ-

çàíû äðóã ñ äðóãîì çàâèñèìîñòüþ. Òðåáîâàíèå

âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè íà ãàðìîíèêè òàêæå

íå íàëàãàåòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïåêòðû, ðàññ÷è-

òàííûå ñîãëàñíî äàííûì îïðåäåëåíèÿì, áóäóò

äèñêðåòíûìè (ëèíåé÷àòûìè) è, çà èñêëþ÷åíèåì

îñîáûõ ñëó÷àåâ, ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñïåêòðàëü-

íûõ ëèíèé. Ðàäè ñîêðàùåíèÿ êîðîòêèé ïðîöåññ

íà èíòåðâàëå [0, ]T  çà èñêëþ÷åíèåì îãîâîðåííûõ

ñëó÷àåâ áóäåì èìåíîâàòü “ïðîöåññîì” èëè “ñèã-

íàëîì”.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íå âñåãäà òðåáóåòñÿ

îïðåäåëÿòü  Ï-ñïåêòð – ïîëíûé è òî÷íûé ñïåêòð

ïðîöåññà. Íàïðèìåð, êîãäà àíàëèçèðóåòñÿ ñìåñü

ñîñðåäîòî÷åííîãî ïî ñïåêòðó ñèãíàëà è àääèòèâ-

íîãî øóìà, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü òîëüêî ñïåêòð

ñèãíàëà. Èëè íàïðîòèâ, åñëè ñèãíàë øèðîêîïî-

ëîñíûé ñ íàëîæåííîé óçêîïîëîñíîé ïîìåõîé,

òî äëÿ âû÷èòàíèÿ ïîñëåäíåé ñëåäóåò îïðåäåëèòü

åå ñïåêòð. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî îïðåäå-

ëÿòü çíà÷èìûå ãàðìîíèêè ïðîöåññà, òî åñòü åãî

×-ñïåêòð.

Äàëåå òåðìèíîì “ñïåêòð”, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå,

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê Ï- òàê è ×-ñïåêòð. Ââå-

äåì íåñêîëüêî óòî÷íÿþùèõ ïîíÿòèé äëÿ ôóíêöèé

Å.Â. ÄÌÈÒÐÈÅÂ
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(ïðîöåññîâ) è èõ ñïåêòðîâ, êîòîðûå áóäóò èñ-
ïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåì. Ôóíêöèè â çàâèñèìî-
ñòè îò òèïà è ñòðóêòóðû, à òàêæå ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷åòà èõ ñïåêòðîâ ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå.

Ãàðìîíèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (Ã-ôóíêöèÿ); åå
ìîæíî òî÷íî ïðåäñòàâèòü êîíå÷íîé ñóììîé 0K

ãàðìîíèê â âèäå (2) èëè (4) è îíà èìååò Ï-ñïåêòð.
Îòðåçîê ëþáîãî äèñêðåòíîãî ïðîöåññà è íåêîòî-
ðûõ íåïðåðûâíûõ åñòü Ã-ôóíêöèÿ.

Îäíîçíà÷íî ãàðìîíèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (ÎÃ-
ôóíêöèÿ); åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (2) èëè (4)
åäèíñòâåííîå è îíà èìååò îäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð.

Óñëîâíî ãàðìîíèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (ÓÃ-ôóíê-
öèÿ); ýòî îäèí èç âàðèàíòîâ íåîäíîçíà÷íîé Ã-ôóí-
êöèè, âûáðàííûé ñ ó÷åòîì âûïîëíåíèÿ îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèé; îíà èìååò óñëîâíûé Ï-ñïåêòð.

×àñòè÷íî ãàðìîíèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ (×Ã-ôóí-
êöèÿ); åå ïðè çàäàííîì K  ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ñóììîé ãàðìîíèê, ëèøü ñ îøèáêîé 0S ≠ ; îíà
èìååò ×-ñïåêòð.

,v aK K  — êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê, èñêîìîå è àï-
ðèîðíî ïðåäñòàâëÿþùåå ôóíêöèþ. 0,sK K — ìè-
íèìàëüíîå ÷èñëî ÷àñòîò ñïåêòðà ôóíêöèè ïðè
çàäàííîé è íóëåâîé îøèáêå S .

Äëÿ âûáîðà åäèíñòâåííîãî èç ìíîæåñòâà óñ-
ëîâíûõ Ï-ñïåêòðîâ íåîáõîäèìî ñâÿçàòü åãî ïà-
ðàìåòðû ôóíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè èëè
ëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå ïîäëåæàò ó÷å-
òó â ïðîöåññå îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà. Íàïðèìåð,
ìîæíî çàäàòü çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ èç Kν  ÷àñòîò
êàê èñõîäíûå äàííûå, ïîòðåáîâàòü óçêîïîëîñíîñòü
èõ ðàñïðåäåëåíèÿ íà îñè ÷àñòîò, çàäàòü ïîëîñó
äîïóñòèìûõ ÷àñòîò. Âîçìîæíî òðåáîâàíèå ðàâ-
íîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò âî âñåì äèà-

ïàçîíå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñëåäóåò âìåñòå ñ ðàñ-

ñòîÿíèåì S  ìèíèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå

2 2 2 2

1 1

2

( ) ( )
v

v

K

K k kCS N T −+ ω + π − ω + ω − ω∑ , (5)

â èòîãå äîáèâàÿñü íóëåâîãî S . Èçâåñòíûì âàðè-

àíòîì òàêîãî ñëó÷àÿ ïðè [ 2]vK N=  è

1 2k k T−ω − ω = π  ÿâëÿåòñÿ ñïåêòð, ôîðìèðóåìûé

íà îñíîâå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ÄÏÔ). Çäåñü è äàëåå êâàäðàòíûå ñêîáêè []  îáî-

çíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Ìîæíî òàêæå èñ-

êàòü ãàðìîíèêè ñ àìïëèòóäàìè, íåïðåâûøàþùèìè
çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Èëè ìîæíî èñïîëüçîâàòü âû-

ðàæåíèå

2 2 2 2

0

1

1
( )

v
K

k k

v

CS A A B
K

+ + +∑ . (6)

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî òîãäà áóäåò íàéäåí óñ-
ëîâíûé Ï-ñïåêòð ñ ìèíèìàëüíûìè â ñðåäíåì

çíà÷åíèÿìè àìïëèòóä ãàðìîíèê. Äëÿ ïîèñêà îï-

ðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà K  òîëüêî çíà÷èìûõ ÷à-

ñòîò ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå:
2 2

1

1 v
K

k

Kv

CS R
K K +

+
− ∑ , (7)

ãäå 2

kR  — àìïëèòóäû ïîñëåäíèõ (ïî âåëè÷èíå)

vK K− ãàðìîíèê. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð äîëæåí

âû÷èñëÿòüñÿ èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì. Äëÿ ïðà-

âèëüíîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò â êàæäîì öèêëå

óïîðÿäî÷èâàòü àìïëèòóäû ïî óáûâàíèþ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ðàññìîòðåí-

íûõ ñëó÷àÿõ çíà÷èìûå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþ-

ùèå ïðîöåññà ìàëî èçìåíÿò ñâîå ïîëîæåíèå

íà ÷àñòîòíîé îñè îòíîñèòåëüíî èñòèííîãî. Îäíà-

êî ïðè íàëîæåíèè äîñòàòî÷íî ñèëüíûõ îãðàíè-

÷åíèé íà ïàðàìåòðû ñïåêòðà íóëåâîå çíà÷åíèå

S  ìîæåò âîâñå íå äîñòèãàòüñÿ. Òîãäà ïðîöåññ

îêàæåòñÿ íå ãàðìîíèçèðóåìûì è áóäåò ðàññ÷è-

òàí òîëüêî ×-ñïåêòð. Ïîýòîìó âàæíî íàéòè åäèí-

ñòâåííûé óíèâåðñàëüíûé è ýôôåêòèâíûé ñïîñîá

ñâÿçûâàíèÿ ïàðàìåòðîâ (1) ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ

îäíîçíà÷íîãî óñëîâíîãî Ï-ñïåêòðà ëþáîãî ïðî-

öåññà.

3. Ñâîéñòâà ïðîöåññîâ,

îïðåäåëÿþùèå ñîñòàâ
è ñòðóêòóðó ñïåêòðîâ

Îòìåòèì, ÷òî ïðè 3 1vK + , ïðèáëèæàþùåìñÿ

ê N, ïðîÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè, êàê â ñïåêòðå

ïðîöåññà, òàê è ïðè åãî îïðåäåëåíèè. Ýòî ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî ïðè 3 1vK N+ =  ÷èñëî íåèçâåñò-

íûõ ïàðàìåòðîâ ñïåêòðà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷å-

ñòâîì îòñ÷åòîâ ïðîöåññà. Êðîìå òîãî, ïðè èçìå-

íåíèè N  íà 3 ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿþòñÿ

õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà è åãî ñïåêòðà. Ïîýòî-

ìó äëÿ êàæäîé òðîéêè çíà÷åíèé N  ââåäåì â

ðàññìîòðåíèå óñëîâíîå êîëè÷åñòâî

( ) [( 2) 3]K N N= +  ãàðìîíèê, êîòîðûå ìîæíî ñ÷è-

òàòü ñîäåðæàùèìèñÿ â äèñêðåòíîì ïðîöåññå.

Ïðèìåð: äëÿ N  èç òðîéêè ÷èñåë 10, 11 è 12

èìååì ( ) 4K N = .

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé íå-

êîòîðûõ ïðîöåññîâ è èõ ñïåêòðîâ óñòàíîâëåíî

ñëåäóþùåå.

Óòâåðæäåíèå 1. Ëþáîé äèñêðåòíûé ïðîöåññ

[ ]x n , çàäàííûé íà èíòåðâàëå [0, ]T , ìîæíî òî÷íî

ïðåäñòàâèòü ñóììîé (4) èç ïîñòîÿííîãî ÷ëåíà è

êîíå÷íîãî ÷èñëà 0K  ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþ-

ùèõ.           Ïðè ýòîì âåëè÷èíà 0K  ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíîé èç âîçìîæíûõ è íå ïðåâûøàåò

çíà÷åíèÿ ( )K N . 0K  îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ òðåõ âàðè-

àíòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ...
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åñëè N  êðàòíî 3, òî 0 3 ( )K N K N≤ = ;

åñëè 1N +  êðàòíî 3, òî  0 ( 1) 3 ( )K N K N≤ + = ;   (8)

åñëè 2N +  êðàòíî 3, òî 0 ( 2) 3 ( )K N K N≤ + = .

Ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû â (4) â îáùåì ñëó-

÷àå íå áóäóò âçàèìíî îðòîãîíàëüíûìè. Íàáîð èõ

ïàðàìåòðîâ (1), ãäå 0K K= , áóäåò Ï-ñïåêòðîì, òî

åñòü ïîëíûì ãàðìîíè÷åñêèì ñïåêòðîì äèñêðåò-

íîãî ïðîöåññà [ ]x n . Ñàì ïðîöåññ áóäåò Ã-ôóíê-

öèåé, òî åñòü ãàðìîíèçèðóåìîé ôóíêöèåé.

Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ äèñ-

êðåòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ôóíêöèé è ðåàëè-

çàöèé ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â òîì ÷èñëå äëÿ îò-

ñ÷åòîâ øóìà è åãî àääèòèâíîé ñìåñè ñ ëþáûìè

ñèãíàëàìè.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîé ãëàäêèé (èìåþùèé îã-

ðàíè÷åííóþ è íåïðåðûâíóþ ïåðâóþ ïðîèçâîä-

íóþ) ïðîöåññ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0, ]T  ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü ñóììîé (2), ãäå 0K K= . Ïåðèî-

äè÷åñêèå êîìïîíåíòû, âõîäÿùèå â ñóììó,

íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü âçàèìíî îðòîãî-

íàëüíûìè íà [0, ]T . Åñëè ïðîöåññ ( )x t  íå ñîäåð-

æèò ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè áîëüøèìè maxω
(â òåðìèíàõ äàííîé ñòàòüè), òî 0 ( )K K N≤ , ãäå

÷èñëî îòñ÷åòîâ äèñêðåòèçîâàííîãî ïðîöåññà

max[[ ]]N T= ω π . Çäåñü [[ ]]a  — íàèìåíüøåå öå-

ëîå, ïðåâûøàþùåå a . Òîãäà äëÿ ýòèõ K  è N

ìîæíî òàê âûáðàòü ïàðàìåòðû ãàðìîíèê, ÷òî

áóäåò èìåòü ìåñòî òî÷íîå ðàâåíñòâî ( )x t  ñ (2)

â òî÷êàõ nt nT N=  è ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåø-

íîñòüþ ìåæäó íèìè. Íàáîð ïàðàìåòðîâ ñóììû

(2), áóäåò ÿâëÿòüñÿ Ï-ñïåêòðîì, òî åñòü ïîë-

íûì ãàðìîíè÷åñêèì ñïåêòðîì íåïðåðûâíîãî

ïðîöåññà ( )x t . Ñàì ïðîöåññ áóäåò Ã-ôóíêöèåé.

Åñëè ÷àñòîòà maxω  è êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê 0K

íåèçâåñòíû, òî çàâèñÿùèé îò íèõ èíòåðâàë T N

äèñêðåòèçàöèè ïðîöåññà ìîæíî ïîäîáðàòü îïûò-

íûì ïóòåì. Äëÿ ýòîãî íàäî çàäàòü åãî èçíà÷àëü-

íî áîëüøèì è óìåíüøàòü äî äîñòèæåíèÿ îøèá-

êîé 1 èç (3) íåîáõîäèìîãî íóëåâîãî óðîâíÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé

ôóíêöèåé âíóòðè [0, ]T , òî ÷àñòîòà maxω  íå áó-

äåò êîíå÷íîé. Òîãäà èñêîìûé Ï-ñïåêòð áóäåò ñî-

ñòîÿòü èç áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ãàðìîíèê. Îí âñå-

ãäà áóäåò ëèíåé÷àòûé, îäíàêî ìåíåå ïëîòíûé,

÷åì ïîñòðîåííûé ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïðîöåññà

â áåñêîíå÷íûé ðÿä Ôóðüå. Ïðè çàäàíèè ÷èñëà

ãàðìîíèê vK  êîíå÷íûì çíà÷åíèåì, ìîæíî ïîñò-

ðîèòü ×-ñïåêòð ïðîöåññà, ïðè÷åì ñ ëþáîé äî-

ïóñòèìîé îøèáêîé S . Ïðè åå óìåíüøåíèè ÷èñ-

ëî èñêîìûõ ãàðìîíèê äîëæíî âîçðàñòàòü. Åñëè

ñïåêòð ðàññ÷èòûâàòü ïî äèñêðåòèçîâàííîìó ïðî-

öåññó, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, êîëè÷åñòâî

ãàðìîíèê â ñïåêòðå áóäåò îãðàíè÷åíî: ( )K K Nν ≤ .

Äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, áóäóò ðàñ-

ñìàòðèâàòüñÿ ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ (8). Èç îáîáùåíèÿ óòâåðæäåíèé 1

è 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå.

Ñëåäñòâèå 1. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ è

ëþáàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü àïïðîêñè-

ìèðîâàíà ñóììîé, ñîñòîÿùåé èç êîíñòàíòû è

0 ( )K K N≤  ñèíóñîèä, òî âàæíî ñëåäóþùåå. Ïî-

ñðåäñòâîì îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà ãàðìîíè÷åñêèõ

ñîñòàâëÿþùèõ ìîæíî âîñïðîèçâåñòè (ñôîðìè-

ðîâàòü) îòðåçîê ëþáîãî äèñêðåòíîãî èëè ãëàä-

êîãî ïðîöåññà. È åãî ñïåêòðîì áóäåò íàáîð (1),

ãäå 0K K= . Áîëåå òîãî, ãëàäêèé ïðîöåññ, êàê è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî îòñ÷åòîâ íà èíòåðâàëå

[0, ]T  ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå N  è K  (ñî-

ãëàñíî (8)) áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ àïïðîêñè-

ìèðóþùóþ ôóíêöèþ (4) è, ñëåäîâàòåëüíî, ñî-

âïàäàþùèå äèñêðåòíûå (ëèíåé÷àòûå) ñïåêòðû

(1). Àïïðîêñèìàöèÿ è âîñïðîèçâåäåíèå ñ ïîìî-

ùüþ (2) áóäóò òî÷íûìè â âûáðàííûå äèñêðåòû

âðåìåíè è ñ ìèíèìàëüíûìè îøèáêàìè ìåæäó

íèìè.

Èñïîëüçîâàíèå óòâåðæäåíèé 1 è 2 ïîçâîëÿåò

óìåíüøèòü ÷èñëî îòûñêèâàåìûõ ÷àñòîò ïðîöåñ-

ñà ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî [ 2]N , êàê ïðè ðàñ-

÷åòå ÄÏÔ, äî 0K , êîòîðîå íå áîëüøå ( )K N , ñî-

èçìåðèìîãî ñ 3N .

Óòâåðæäåíèå 3. Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ãàð-

ìîíèê, êîòîðîå â ñóììå ñ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿ-

þùåé 0A  òî÷íî ïðåäñòàâëÿåò äèñêðåòíûé ïðî-

öåññ, ÿâëÿþùèéñÿ íåîäíîçíà÷íîé Ã-ôóíêöèåé,

ðàâíî ( )K N . Ïðè ýòîì ïðîöåññ áóäåò èìåòü íàè-

ìåíåå ïëîòíûé íåîäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð. Ýòî

ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàïîë-

íåíèÿ ôîðìèðóåìîãî ïðîöåññà ìèíèìàëüíûì êî-

ëè÷åñòâîì çàâèñèìûõ ãàðìîíèê, íàïðèìåð, äëÿ

ïðåäíàìåðåííîãî ñîçäàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

ïðè ïîñëåäóþùåì àíàëèçå ïðîöåññà.

Óòâåðæäåíèå 4. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

ãàðìîíèê, êîòîðîå âìåñòå ñ ïîñòîÿííîé ñîñòàâ-

ëÿþùåé 0A  ìîæåò ñîäåðæàòü äèñêðåòíûé ïðî-

öåññ, îñòàâàÿñü ÎÃ-ôóíêöèåé, ðàâ-

íî 0 ( ) 1K K N= − . Åñëè ïîñòîÿííàÿ îòñóòñòâóåò è

N  êðàòíî 3, òî 0 ( )K K N= . Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïðî-

öåññ, êîòîðûé íàçîâåì ñòàíäàðòíûì, èìååò íàè-

áîëåå ïëîòíûé îäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð. Äàííîå

óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ïðåäåë çà-

ïîëíåíèÿ ôîðìèðóåìîãî ïðîöåññà íåçàâèñèìû-

ìè è ïîýòîìó ðàçëè÷èìûìè ãàðìîíèêàìè.

Å.Â. ÄÌÈÒÐÈÅÂ


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Ñëåäñòâèå 2.  Ëþáîé ïðîöåññ, ðàçëàãàåìûé

â (2) èëè (4), êðîìå ñòàíäàðòíîãî, ñòàíåò ÓÃ-ôóí-

êöèåé, òî åñòü áóäåò èìåòü óñëîâíûé Ï-ñïåêòð,

åñëè âûïîëíèòñÿ óñëîâèå ( )K K N= . Áîëåå òîãî,

åñëè ïðîöåññ ïðè íåêîòîðîì ÷èñëå vK  ãàðìîíèê

íå ãàðìîíèçèðóåìûé, òî ïðè åãî óâåëè÷åíèè ñòà-

íåò ãàðìîíèçèðóåìûì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

óâåëè÷åíèå ÷èñëåííîñòè íàáîðà (1) ïðèâîäèò

ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè.

Ñëåäñòâèå 3. Ïîëèãàðìîíè÷åñêèå ïðîöåññû

ñ êîëè÷åñòâîì ãàðìîíèê, óêàçàííûì â óòâåðæäå-

íèè 3, ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî íîðìàëüíîãî íå-

êîððåëèðîâàííîãî ïðîöåññà (øóìà), à òàêæå èõ

àääèòèâíûå ñìåñè ñ ëþáûìè ñèãíàëàìè íå ÿâëÿ-

þòñÿ ÎÃ-ôóíêöèÿìè íè ïðè êàêèõ ñîîòíîøåíèÿõ

K  è N . Íî ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 îíè ìîãóò ñòàòü

ÓÃ-ôóíêöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè äîáàâëåíèå çàìåò-

íîãî øóìà ê ÎÃ-ôóíêöèè ïðåâðàùàåò åå èëè

â ÓÃ- èëè, ïðè ìàëîì K , â ×Ã-ôóíêöèþ.

Èçëîæåííîå âûøå èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèìåðîì

äëÿ N  êðàòíîãî 3. Ïóñòü äâà ñèãíàëà 1[ ]x n

è 2 [ ]x n  èìåþò Ï-ñïåêòðû (1) ñ áîëüøèì êîëè÷å-

ñòâîì ãàðìîíèê 1 2, ( ) 3K K K N N≤ = , ñðåäè êîòî-

ðûõ íåò îáùèõ. Òîãäà èõ àääèòèâíàÿ ñìåñü 3 [ ]x n

áóäåò ñîñòîÿòü èç  1 2 3K K N+ >  ãàðìîíèê. Îä-

íàêî îíà áóäåò èìåòü Ï-ñïåêòð, äëÿ êîòîðî-

ãî 3 3K N≤ . Â ÷àñòíîñòè, åñëè 2 [ ]x n  åñòü ðåàëè-

çàöèÿ ñëó÷àéíîãî øóìà, òî 2 3 3K K N= = . Ïîýòî-

ìó äëÿ èçáåæàíèÿ ïîòåðü èíôîðìàöèè

î Ï-ñïåêòðå ïîëåçíîãî ñèãíàëà íå ñëåäóåò ôîð-

ìèðîâàòü åãî èç ãàðìîíèê â êîëè÷åñòâå, áîëü-

øåì 3N .

Ñâîéñòâî 1.  Â îáùåì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ãàð-

ìîíèê aK , ñôîðìèðîâàâøèõ èññëåäóåìûé ïðîöåññ,

ìîæåò áûòü áîëüøèì, íî îãðàíè÷åííûì (áîëü-

øèì ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ èç (8)), íåîãðàíè÷åí-

íûì áåñêîíå÷íûì ñ÷åòíûì èëè áåñêîíå÷íûì íå-

ñ÷åòíûì (êîíòèíóóì). Íå ñìîòðÿ íà ýòî ïðîöåññ,

ÿâëÿÿñü Ã-ôóíêöèåé, áóäåò èìåòü íåîäíîçíà÷íûé

Ï-ñïåêòð ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ãàðìîíèê

0 aK K<< . À ïðè ñîáëþäåíèè äîïîëíèòåëüíî çà-

äàííûõ óñëîâèé îí áóäåò èìåòü åäèíñòâåííûé

óñëîâíûé Ï-ñïåêòð.

Ïðè÷åì, òðàäèöèîííûå ñïåêòðû, ñôîðìèðîâàí-

íûõ óêàçàííûìè òðåìÿ ñïîñîáàìè ïðîöåññîâ,

ðàññ÷èòàííûå ïî êîíå÷íîìó ðÿäó (ÄÏÔ), áåñêî-

íå÷íîìó ðÿäó è èíòåãðàëó Ôóðüå ñîîòâåòñòâåí-

íî, ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè Ï-ñïåêòðàìè ýòèõ ïðî-

öåññîâ.

Íà ðèñ. 1 â ñèñòåìå êîîðäèíàò: ÷èñëî îòñ÷åòîâ —

N, êîëè÷åñòâî îòûñêèâàåìûõ ãàðìîíèê — vK , ïî-

êàçàíû îáëàñòè ðàñ÷åòà (ïî ðåçóëüòàòàì àïïðîêñè-

ìàöèè) îäíîçíà÷íûõ Ï-, óñëîâíûõ Ï- è ×-ñïåêòðîâ
ïðîöåññà ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ vK  è aK . Â

îáëàñòè 1 ëþáîé íàáîð ãàðìîíèê ïðèãîäåí äëÿ òî÷-
íîé, íî íåîäíîçíà÷íîé àïïðîêñèìàöèè ïðîöåññà. Â

îáëàñòè 2 òîëüêî îïðåäåëåííûå íàáîðû îáåñïå÷è-

âàþò ïðàâèëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ. Â îáëàñòè 3 âîç-
ìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû, â òîì ÷èñëå ñ ïðèáëè-

æåííîé àïïðîêñèìàöèåé. Åñëè ïðîöåññ ýêâèâàëåí-

òåí øóìó, òî âìåñòî aK  áåðåòñÿ ( )K N .
Â òàáëèöå 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà îòîáðàæåíû

âñå âàðèàíòû ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïðîöåññà äëèòåëü-
íîñòüþ 19,20,21N = . Îáëàñòè ðàñ÷åòà òðåõ òèïîâ
ñïåêòðà îáîçíà÷åíû êàê Î, Ó è × ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè÷åì, ïðîöåññ è åãî ñïåêòð ðàññìîòðåíû ðàç-
äåëüíî êàê èìåþùèå, òàê è íå èìåþùèå ïîñòîÿí-
íóþ ñîñòàâëÿþùóþ 0A .

Çàêëþ÷àÿ, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå äèñêðåòíûå
ïðîöåññû ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà.

1. ÎÃ-ôóíêöèè, ê íèì îòíîñÿòñÿ ïðåäñòàâèìûå â
âèäå (4), ãäå ( )K K N≤  ïðè N  êðàòíîì 3 è îòñóò-
ñòâèè ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé, èëè ãäå

( ) 1K K N≤ − . Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî ïàðàìåòðîâ
ñïåêòðà íå ïðåâûøàåò ÷èñëà îòñ÷åòîâ ïðîöåññà.

2. ÓÃ-ôóíêöèè, ê íèì îòíîñÿòñÿ îñòàâøèåñÿ
èç ïðåäñòàâèìûõ â âèäå (4), ãäå ( )K K N= . Â ýòîì
ñëó÷àå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñïåêòðà ïðåâûøàåò ÷èñ-
ëî îòñ÷åòîâ ïðîöåññà íà ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ
âåëè÷èíó, òî åñòü ñîãëàñíî (8) íà 1, 2 èëè 3. Ïðè-

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ...

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ãàðìîíèê ïðîöåññà îò åãî
äëèòåëüíîñòè. Îáëàñòè ðàñ÷åòà Ï-ñïåêòðîâ: 1,2 —
îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè; 3 —  îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè ïðè

v a

K K= ; íåîäíîçíà÷íîñòè ïðè 
v a

K K≥  è åäèíñòâåííîñòè
äëÿ ×-ñïåêòðà ïðè 

v a

K K< ;  4 —  êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê
â ñïåêòðå ÄÏÔ; 5 —  ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà
ãàðìîíèê 

0
K  â Ï-ñïåêòðå

Òàáëèöà 1
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ìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ñóììà ãàðìîíèê â êîëè÷åñòâå íå

ìåíüøåì, ÷åì ( )K N , âûáîðêà íîðìàëüíîãî ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà èëè åãî ñóììû ñ äðóãèìè ñèãíàëàìè.

4. Îáùèé ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà

Óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 è èõ ñëåäñòâèÿ ïîçâîëÿþò

óòî÷íèòü è äåòàëèçèðîâàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ñôîð-

ìóëèðîâàííóþ â ï. 1, ïî àïïðîêñèìàöèè àíàëèçè-

ðóåìîãî ïðîöåññà è îïðåäåëåíèþ åãî ñïåêòðà. Âîç-

ìîæíû äâà âàðèàíòà àëãîðèòìà ðàñ÷åòà.

1. Ðàñ÷åò ×- è îäíîçíà÷íîãî Ï-ñïåêòðà. Â ýòîì

ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå ÷èñëà èñêîìûõ ãàðìîíèê è äëè-

íû ñèãíàëà äîëæíî áûòü ( )vK K N< .

2. Ðàñ÷åò íåîäíîçíà÷íîãî è óñëîâíîãî Ï-ñïåêòðîâ.

Çäåñü ñîîòíîøåíèå ÷èñëà èñêîìûõ ãàðìîíèê è äëè-

íû ñèãíàëà ( )vK K N= .

×òîáû òî÷íåå îïðåäåëÿòü, êàêîãî òèïà ñïåêòð

ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äëÿ êîíêðåòíîãî ñî÷åòàíèÿ

, ,v aN K K , áûë ïðîâåäåí åãî ðàñ÷åò äëÿ ïîëèãàðìî-

íè÷åñêèõ ñèãíàëîâ è ðåàëèçàöèé íîðìàëüíîãî ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïîêàçàë ñëå-

äóþùåå.

Îäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð ïîëó÷èòñÿ, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ îïðåäåëåííûå óñëîâèÿ. Â êîìïàêòíîé è òî÷-

íîé ôîðìå èõ ìîæíî çàïèñàòü ëîãè÷åñêèì ñîîòíî-

øåíèåì

[ ]0 0 0

0 0

( ( ) 1) {( )

( 0) ( 0) ( 0)

( 1) ( 0) ( 0)} 1.

v v a

a a v

v a v a

K K N K K

A A A

K K A A

≤ − ∧ = ∧
= ∨ ≠ ∧ ≠ ∨

= + ∧ = ∧ ≠ =

Óñëîâíûé Ï-ñïåêòð ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, åñëè

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

0 0

0

0

( ( ) 1) {( 1) ( 0) [( 0)

(( 2) ( 1) ( 0))]} ( ( ) )

( [ ] [ ]) [( ( ) 1) ( ( )) ( 0)] 1.

v v a a a

v a v a v v

v v v

K KN K K A A

K K K K A KN K

xn n K KN K KN A

≤ − ∧ ≥ + ∧ = ∨ ≠ ∧
≥ + ∨ = + ∧ ≠ ∨ ≤ ∨
= ξ ∧ ≥ + ∨ = ∧ ≠ =

Äëÿ ïðîöåññà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òîëüêî ×-

ñïåêòð, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

0 0

0

( ( ) 1) [( ) ( 0) ( 1 ) ( 0)]

( [ ] [ ]) [( ( ) 1) ( ( )) ( 0)] 1.
v v a v v a v

v v v

K KN K K A K K A

xn n K KN K KN A

≤ − ∧ ≤ ∧ = ∨ + ≤ ∧ ≠ ∨
=ξ ∧ ≤ − ∨ = ∧ = =

Êðîìå òîãî, åñëè N  êðàòíî 3 è

0( ( )) ( 0)] 1vK K N Aν = ∧ = = , òî ìîæíî ðàññ÷èòàòü îä-

íîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð ïðîöåññà, êàê ñòàíäàðòíîãî,

åñëè 0( ) ( 0)] 1a aK K Aν= ∧ = = , è óñëîâíûé Ï-

ñïåêòð, åñëè èñòèííî âûðàæåíèå

0( ( )) ( 0) ( )v a vK KN A K Kν = ∧ = ∧ = .

Çàïèñü ( [ ] [ ])x n n= ξ  îçíà÷àåò, ÷òî [ ]x n  ÿâëÿåòñÿ

ðåàëèçàöèåé íîðìàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Åñëè aK  íåèçâåñòíî, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ( )K N .

Ïðè íåèçâåñòíîé 0aA  ñëåäóåò äîïóñòèòü ñóùå-

ñòâîâàíèå ýòîé ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè óñëîâèÿìè âîçìîæ-

íû òðè ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà ñïåêòðà â çàâèñè-

ìîñòè îò êîìáèíàöèè òèïà ïðîöåññà è âàðèàí-

òà àëãîðèòìà.

1. Âàðèàíò 1 àëãîðèòìà äëÿ ïðîöåññà òèïà 1.

a) a vK K= . Â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàññ÷èòàí îä-

íîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð. á) a vK K< . Ìîæíî ïîëó-

÷èòü èëè íåîäíîçíà÷íûé èëè óñëîâíûé Ï-

ñïåêòð. â) a vK K> . Ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ×-

ñïåêòð, ïîñêîëüêó îí îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðåçóëü-

òàòàì íåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

2. Âàðèàíò 2 àëãîðèòìà äëÿ ïðîöåññà òèïà 1

è 2. Ïðè a vK K≤  ìîæíî ïîëó÷èòü èëè íåîäíîç-

íà÷íûé èëè óñëîâíûé Ï-ñïåêòð, òàê êàê çäåñü

÷èñëî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ñïåêòðà ïðåâûøà-

åò ÷èñëî èñõîäíûõ äàííûõ.

3. Âàðèàíò 1 àëãîðèòìà äëÿ ïðîöåññà òèïà 2.

Ïðè a vK K>  àïïðîêñèìàöèÿ áóäåò îñóùåñòâ-

ëåíà íåòî÷íî, ïîýòîìó ïîëó÷èòñÿ ×-ñïåêòð. Ïðè

a vK K=  è îòñóòñòâèè â ïðîöåññå ïîñòîÿííîé

ñîñòàâëÿþùåé ïîëó÷èòñÿ îäíîçíà÷íûé Ï-

ñïåêòð.

Ñïîñîá ðàñ÷åòà Ï-ñïåêòðà ïðîöåññà ìîæåò

èìåòü äâå ìîäèôèêàöèè.

1) Êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê aK , ñîäåðæàùèõñÿ

â ïðîöåññå, èçâåñòíî èëè çàäàåòñÿ. Åñëè ïðî-

öåññ èìååò òèï 1, òî äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ

ïðîöåäóðà 1 äëÿ a vK K= . Åñëè ïðîöåññ òèïà 2,

òî – ïðîöåäóðà 2.

2) Êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê íåèçâåñòíî. Â ýòîì

ñëó÷àå ñëåäóåò çàäàòü íà÷àëüíîå ( )vK K N=  è

èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðó 2. Åñëè ïîëó÷èòñÿ íåî-

äíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð, íàäî óìåíüøèòü vK

íà åäèíèöó è âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé 1.

Åñëè çäåñü Ï-ñïåêòð íå áóäåò íàéäåí, òî èì

äîëæåí ñòàòü ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò. Òàêîé

ïðîöåññ áóäåò èìåòü òèï 2. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå íàäî îïÿòü óìåíüøèòü vK  è ñíîâà ðàññ÷è-

òàòü ñïåêòð                    ïî ïðîöåäóðå 1. È òàê

äàëåå, äî ïîëó÷åíèÿ Ï-ñïåêòðà ñ ìèíèìàëüíî

âîçìîæíûì vK . Òîãäà ïðîöåññ áóäåò èìåòü òèï

1. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå âîçìîæíî ïîëó÷åíèå êàê

îäíîçíà÷íîãî, òàê è óñëîâíîãî Ï-ñïåêòðà.

Ñïîñîá ðàñ÷åòà ×-ñïåêòðà ïðîöåññà. Çäåñü

aK  ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêèì, ÷òî a vK K> . Â ýòîì

ñëó÷àå çàäàåòñÿ òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ñïåêò-

ðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ vK  èëè äîïóñòèìàÿ

îøèáêà S  àïïðîêñèìàöèè è èñïîëüçóåòñÿ ðàñ-

÷åòíàÿ ïðîöåäóðà 1 èëè 3.

Å.Â. ÄÌÈÒÐÈÅÂ
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Îñíîâîé ðàññìîòðåííûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëå-

íèÿ ñïåêòðîâ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé

ôóíêöèè S  ïî ïàðàìåòðàì (1) ïðè çàäàííîì K .

Äëÿ ýòîãî ñîñòàâëÿåòñÿ è ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

3 1K +  ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ (òðàíñöåíäåíò-

íûõ îòíîñèòåëüíî ÷àñòîò) óðàâíåíèé

0

0; 0; 0;

0; 1,2, ..., ,

k k

k

S S S

A A B

S
k K

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂
∂ = =
∂ω

 (9)

ãäå îòêëîíåíèå S  àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè

îò àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà åñòü îäíî èç (3). Ïî-

ñêîëüêó ñèñòåìà íåëèíåéíàÿ è ìîæåò íå áûòü

íåîáõîäèìîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó

0, , ,s v aK K K K  è N , òî ïðè ðåøåíèè íå âñåãäà

ïîëó÷èòñÿ åäèíñòâåííûé ñïåêòð — íàáîð ïàðà-

ìåòðîâ (1) èëè íå áóäåò äîñòèãíóòî íóëåâîå çíà-

÷åíèå îøèáêè S. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïîëó-

÷åííîé ñèñòåìû ââèäó ìàòåìàòè÷åñêèõ

ñëîæíîñòåé â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàòðóäíèòåëüíî.

Îäíàêî, îíî âîçìîæíî ÷èñëåííûìè èòåðàöèîí-

íûìè ìåòîäàìè. Îäèí èç íèõ ïðåäëàãàåòñÿ ñëå-

äóþùèé.

5. Ñòàòèñòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé
ìåòîä ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ

Äëÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ñïåêòðàëüíûõ ÷àñ-

òîò vK K=  âûáèðàåòñÿ èñõîäíàÿ òî÷êà – èõ íà-

÷àëüíûå çíà÷åíèÿ { }kω . Çàòåì, ïîñëå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîñòàâëåííîé èç

ïåðâûõ òðåõ ãðóïï (9) îòíîñèòåë-

íî 0 1 1, , , ..., ,K KA A B A B , ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåëè÷èíà

îøèáêè S . Äàëåå ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâ-
ëåíèÿ èçìåíåíèÿ ÷àñòîò, ïðè êîòîðîì ïðîèñõî-
äèò óìåíüøåíèå îøèáêè, âûáèðàþòñÿ íåñêîëüêî
òî÷åê â îêðåñòíîñòè èñõîäíîé è äëÿ êàæäîé èç
íèõ ðàññ÷èòûâàåòñÿ S . Òî÷êà, â êîòîðîé îíà ìè-
íèìàëüíà, îáîçíà÷àåòñÿ êàê íîâàÿ èñõîäíàÿ. Ïðî-
öåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ ëîêàëüíîãî ìè-
íèìóìà S . Ïîñëåäíèå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò è èì ñî-
îòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû ñ÷èòàþòñÿ ñïåêòðîì
ïðîöåññà. Ïðè ïðèáëèæåíèè íàáîðà ÷àñòîò ê îï-

òèìàëüíîìó ðàçìåð îêðåñòíîñòè ñëåäóåò óìåíü-
øàòü. Èçìåíÿÿ ïîëîæåíèå íà÷àëüíîé òî÷êè, äîñ-

òèãàåì ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà S . Åñëè âûáîð

èñõîäíîé è ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷åê îñóùåñòâëÿòü

ñëó÷àéíûì îáðàçîì, òî ðåøåíèå çàäà÷è áóäåò

îñíîâàíî íà ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî.

Äàííûì ìåòîäîì áûëè ðàññ÷èòàíû ñïåêòðû

ðàçëè÷íûõ ñèãíàëîâ. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòà-

òû ïî òðåì èç íèõ.

Ïðèìåð 1.  Çäåñü áûëè ðàññ÷èòàíû ñïåêòðû

ñèãíàëà, ñîñòîÿùåãî èç 2aK =  ñèíóñîèä, ðåàëè-

çàöèé ïîìåõè â âèäå ñëó÷àéíîãî íîðìàëüíîãî ïðî-

öåññà è èç èõ àääèòèâíîé ñìåñè. Ïàðàìåòðû ñè-
íóñîèä: îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû (2 )p T N= ω π
ðàâíû 0.1895 è 0.3157; àìïëèòóäû 50 è 100 ñîîò-

âåòñòâåííî; ôàçû â ðåàëèçàöèÿõ ñëó÷àéíûå, ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â [0, 2 ]π . ×èñëî îòñ÷å-

òîâ â êàæäîé ðåàëèçàöèè 14N = . Êîëè÷åñòâî

îòûñêèâàåìûõ ãàðìîíèê ñïåêòðà âçÿòî ìàêñè-
ìàëüíûì 5vK = . Ïîñêîëüêó a vK K<
è 3 1vN K< + , òî ïðè íàëè÷èè øóìà êàæäàÿ ðåà-

ëèçàöèÿ ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîé Ã-ôóí-
êöèåé. Äëÿ íåå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí òîëüêî

íåîäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð, òî åñòü îäèí èç ìíîæå-

ñòâà âîçìîæíûõ, ÷òî è áûëî ñäåëàíî. Ïîëó÷åí-
íûå âàðèàíòû ñïåêòðà ñëó÷àéíû, ïîñêîëüêó ðàñ-

÷åòû îïðåäåëÿëèñü çàäàíèåì íà÷àëüíûõ ÷àñòîò

è èõ êîððåêöèåé ñ èñïîëüçîâàíèåì äàò÷èêà ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë. Ðàñ÷åòû ñïåêòðà ñìåñè ïðîâîäè-

ëèñü äëÿ òðåõ çíà÷åíèé äèñïåðñèè

øóìà 2 6,25; 25; 100σ = . Âñåãî áûëî îáðàáîòàíî
500 ÷àñòîò, ïðèíàäëåæàùèõ 100 ðåàëèçàöèÿì
ñèãíàëîâ: ïî 20 äëÿ êàæäîãî èç 5-òè òèïîâ. Ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà S  àïïðîêñèìàöèè ñóì-
ìîé (2) çàäàâàëàñü íå áîëåå 810− . Ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2, 3 è 4 â âèäå êðèâûõ,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ãàð-
ìîíèê ñèãíàëà â äèàïàçîíå [0, 0.5]. Çíà÷åíèÿ êàæ-
äîé ïëîòíîñòè ( )F p  âû÷èñëåíû ïóòåì âçÿòèÿ
ïðîèçâîäíîé îò äèñêðåòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, ïîñòðîåííîé ïî âûáîðêå èç 100 ÷àñòîò, è

ïðåäñòàâëåíû â äåñÿòè÷íîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå. Åñëè ýòè ÷èñëà óìíîæèòü íà 20, òî

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ...

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷àñòîò ñïåêòðà
ñèãíàëà ïðè îòñóòñòâèè øóìà Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷àñòîò ñïåêòðà øóìà
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ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ â äåöèáåëàõ. Êðèâûå ïîêàçû-

âàþò ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò â Ï-ñïåêòðå øóìà,

ñèãíàëà áåç è ñ íàëîæåííûì øóìîì. Èç ðèñ. 4

âèäíî, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ,

ðàçëè÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãàðìîíè-

÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñèãíàëà, íåñìîòðÿ íà åãî

ìàëóþ äëèòåëüíîñòü (14 îòñ÷åòîâ) è èñêàæåíèå

øóìîì (ñ äèñïåðñèåé äî 100). Ïðè îòñóòñòâèè

øóìà âîçìîæíî ðàçëè÷åíèå ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòà-

ìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïî ÷àñòîòå ìíîãî ìåíüøå,

÷åì íà 1/14 - ïðåäåëüíîãî ðàçðåøåíèÿ ïî ñïåêò-

ðó Ôóðüå.

Èçëîæåííûé ñïîñîá ïðîñò, íî äëÿ îáùèõ ñëó-

÷àåâ òðóäîåìîê. Îäíàêî ðåøåíèå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî è áîëåå ýôôåêòèâíûìè ñïîñîáàìè. Ýòî

àíàëèòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé è ñòàòèñòè÷åñêèé

ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà

ïðè íåêîòîðûõ ñîîòíîøåíèÿõ ,a vK K  è N . Îíè

ðàññìàòðèâàþòñÿ â ï. 8 è ï. 9.

6. Îòëè÷èòåëüíûå ñâîéñòâà
ñïåêòðîâ

Ñîïîñòàâëåíèå îäíîçíà÷íîãî Ï-ñïåêòðà äèñê-

ðåòíîãî ïðîöåññà ñ òðàäèöèîííûì, ïîëó÷àåìûì

íà îñíîâå ÄÏÔ, ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå. Â ïåð-

âîì ñëó÷àå ñïåêòð ìåíåå ïëîòíûé, ïîñêîëüêó

ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãàðìîíèêàìè ñ ìàêñèìàëüíûì

÷èñëîì [( 1) 3]N − , ìåíüøèì, ÷åì âî âòîðîì, âñå-

ãäà ðàâíûì [( 1) 2]N −  (áåç ó÷åòà ñèììåòðè÷íûõ).

Òî åñòü, èìååò ìåñòî áîëüøàÿ èçáûòî÷íîñòü ñïåê-

òðà íà îñíîâå ÄÏÔ ïî êîëè÷åñòâó ÷àñòîò, êàê

íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïàðàìåòðîâ. Êëàññè-

÷åñêèé ñïåêòð ãëàäêîãî ïðîöåññà åùå áîëåå èç-

áûòî÷åí, ÷åì äèñêðåòíîãî. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì

ñëó÷àå åãî ñïåêòðîì ÿâëÿåòñÿ ëèáî áåñêîíå÷íûé

íàáîð ÷àñòîò è êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðî-

öåññà â ðÿä Ôóðüå, ëèáî ýòî íåïðåðûâíûå ôóíê-

öèè êîñèíóñ è ñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ïðåä-

ñòàâëåíèè ïðîöåññà èíòåãðàëîì Ôóðüå.

Äàëåå, îäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð è ñïåêòðû, ïîñò-

ðîåííûå íà îñíîâå ëþáîãî ðàçëîæåíèÿ Ôóðüå,

íåñóò â ñåáå ïðèíöèïèàëüíî ðàçíîå ôèçè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå îá èññëåäóåìîì ïðîöåññå. Âî âòî-

ðîì ñëó÷àå îíè íå ñòîëüêî õàðàêòåðèçóþò îòðå-

çîê ïðîöåññà, ñêîëüêî äîëæíû îïðåäåëÿòü ÷àñ-

òîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà

èëè êîððåëÿòîðà, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïðèåìà

è îáðàáîòêè áåñêîíå÷íîãî ïðîöåññà àïåðèîäè÷åñ-

êîãî èëè ïåðèîäè÷åñêîãî. Îäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð

ðåàëüíî îòðàæàåò ñïåêòðàëüíóþ ñòðóêòóðó ïðî-

öåññà íà èíòåðâàëå [0, ]T  è òîëüêî åãî.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè èñïîëüçîâàíèè òðà-

äèöèîííûõ ñïîñîáîâ ðàñ÷åòà ñïåêòðà, áëèçêîãî

ê ðåàëüíîìó, ïðèìåíÿþòñÿ îêîííûå (âûäåëÿþ-

ùèå) ôóíêöèè. Íà íèõ ìíîæèòñÿ àíàëèçèðóåìûé

ñèãíàë äëÿ åãî ñãëàæèâàíèÿ èëè ïîëó÷åííûé

ñïåêòð äëÿ åãî êîððåêòèðîâêè. Ïðè÷åì, äëÿ ýô-

ôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ êàæäîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ

êîíñòðóèðîâàíèå ñâîåé îïòèìàëüíîé ôóíêöèè.

Íàïðîòèâ, â ìåòîäàõ ðàñ÷åòà Ï- è ×-ñïåêòðîâ

ïðèìåíåíèå îêîí íå òðåáóåòñÿ, òàê êàê ÷àñòîòû

ãàðìîíèê îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íî, êàê ñïåêòðàëüíûå

ëèíèè.

Åñëè â èññëåäóåìîì êîëåáàòåëüíîì ïðîöåññå

îòñóòñòâóåò øóìîâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ (òî÷íåå îí

åñòü ÎÃ-ôóíêöèÿ), òî èñïîëüçîâàíèå Ï-ñïåêòðà

ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü (ðàçðåøàòü) ãàðìîíèêè,

ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî ÷àñòîòå íà ëþáóþ ïðåäåëüíî

ìàëóþ âåëè÷èíó, â òîì ÷èñëå çíà÷èòåëüíî ìåíü-

øóþ, ÷åì 1 T  äèñêðåòû ñåòêè ÷àñòîò ðÿäîâ Ôó-

ðüå. Òî æå èìååò ìåñòî è äëÿ äèñêðåòèçîâàííîãî

íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà. Ðàçóìååòñÿ, ïðè íàëîæå-

íèè øóìà ïðîèñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåå óõóäøå-

íèå ðàçðåøåíèÿ.

Äàëåå, îòíîñèòåëüíî ýêñòðàïîëÿöèè êîðîòêèõ

ïðîöåññîâ, îñíîâàííîé íà àïïðîêñèìàöèè ïðåäëà-

ãàåìûì ìåòîäîì, ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Ýê-

ñòðàïîëÿöèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ñ ïðèìåíå-

íèåì àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè (2) âîçìîæíà,

Å.Â. ÄÌÈÒÐÈÅÂ

                               à)

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷àñòîò ñïåêòðà
ñèãíàëà ïðè íàëè÷èè øóìà

                               á)

                               â)
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åñëè íàéäåí åäèíñòâåííûé Ï-ñïåêòð. Óñëîâíàÿ (îã-

ðàíè÷åííàÿ) ýêñòðàïîëÿöèÿ âîçìîæíà, åñëè íàé-

äåí åäèíñòâåííûé Ï-ñïåêòð ñ èñïîëüçîâàíèåì,

íàïðèìåð (5) - (7), òî åñòü óñëîâíûé Ï-ñïåêòð.

Îíà òàêæå âîçìîæíà, êîãäà íàéäåí ×-ñïåêòð ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì òåõ æå (5) - (7), åñëè â íåãî âîøëè

âñå çíà÷èìûå ãàðìîíèêè. Åñëè æå ðàçëîæèòü êî-

ðîòêèé ïðîöåññ â ðÿä èëè ïðåäñòàâèòü åãî èíòåã-

ðàëîì Ôóðüå, òî åãî ïðîãíîçèðîâàíèå ïóòåì ýê-

ñòðàïîëÿöèè ïîëó÷åííîé àïïðîêñèìèðóþùåé

ôóíêöèè áåññìûñëåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ýêñòðàïî-

ëèðîâàííàÿ êðèâàÿ ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò â ïåð-

âîì ñëó÷àå âñåãäà ïåðèîäè÷åñêîé, à âî âòîðîì

àïåðèîäè÷åñêîé (íóëåâîé âíå [0, ]T ) íåçàâèñèìî

îò ïðèðîäû è ñâîéñòâ èñõîäíîãî ïðîöåññà.

7. Î ìåòîäå Ïðîíè

Íàèáîëåå áëèçêèì ê ïðåäëîæåííîìó â äàííîé

ñòàòüå ìåòîäó â ïëàíå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâ-

ëÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ Ïðîíè [1]. Îí òàêæå ïîçâîëÿåò îïðå-

äåëÿòü ëèíåé÷àòûé ñïåêòð êîðîòêèõ ïðîöåññîâ.

Îäíàêî îí íå ðàññìîòðåí ïðèìåíèòåëüíî ê îò-

ðåçêàì íåïðåðûâíûõ ïðîöåññîâ è îáëàñòü åãî

èñïîëüçîâàíèÿ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà. Íåêîòî-

ðûå îãðàíè÷åíèÿ ñëåäóþùèå.

1. ×òîáû ðåçóëüòàòû ïî ìåòîäó Ïðîíè ïîëó-

÷èëèñü ïðàâèëüíûìè, èññëåäóåìûé äèñêðåòíûé

ïðîöåññ äîëæåí áûòü àäåêâàòåí ìîäåëè (àïïðîê-

ñèìèðóþùåé ôóíêöèè), êîòîðàÿ ïðèíÿòà ñòðîãî

ïîëèãàðìîíè÷åñêîé. Ïîýòîìó ïåðåä ðàñ÷åòîì

ñïåêòðà èç ïðîöåññà äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû

âñå òðåíäû, â ÷àñòíîñòè, äåòåðìèíèðîâàííûå ñî-

ñòàâëÿþùèå, â òîì ÷èñëå ïîñòîÿííàÿ.

2. Åñëè èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïðè çàäàííîì vK

íå åñòü Ã-ôóíêöèÿ, òî ñðåäè îòûñêèâàåìûõ ðå-

øåíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, àíàëîãè÷-

íîãî (12), ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Â òà-

êîì ñëó÷àå èç ïðîöåññà íå áóäóò âûäåëåíû âñå

èñêîìûå äåéñòâèòåëüíûå ãàðìîíèêè, ñîñòàâëÿþ-

ùèå ÷àñòè÷íûé ñïåêòð.

3. Íå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ïîëíûé ñïåêòð

ïðîöåññà, åñëè èìååò ìåñòî 3 1vN K= −  èëè

3 2vN K= −  ïðè óñëîâèè, ÷òî êîëè÷åñòâî èñêî-

ìûõ ãàðìîíèê ñîâïàäàåò ñ àïðèîðíî ñóùåñòâóþ-

ùèì, òî åñòü v aK K= . Ïðè÷åì, ýòî íå çàâèñèò îò

òîãî, ïðèñóòñòâóåò â ïðîöåññå ïîñòîÿííàÿ ñîñòàâ-

ëÿþùàÿ èëè íåò. Ýòî ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà

÷èñëî èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïðåâûøàåò ÷èñëî èñ-

õîäíûõ äàííûõ íà ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó. Ñó-

ùåñòâîâàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ ñëåäóåò èç óòâåð-

æäåíèÿ 1. Íåëüçÿ äàæå ðàññ÷èòàòü ñïåêòð ïîëè-

ãàðìîíè÷åñêîãî ïðîöåññà ñ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿ-

þùåé ïðè 3 1vN K= + .

4. Íå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ÷àñòè÷íûé ñïåêòð

ïðîöåññà, åñëè v aK K<  ïðè óñëîâèè

03 , 3vK K N< . Òî åñòü, êîãäà ïðîöåññ àïðèîðíî

ñîäåðæèò ãàðìîíèê áîëüøå, ÷åì ïîäëåæèò îïðå-

äåëåíèþ. Íàïðèìåð, ýòî íåîáõîäèìî äëÿ âûäåëå-

íèÿ çíà÷èìûõ ãàðìîíèê èç çàøóìëåííîãî ïðî-

öåññà.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèíåé÷àòûé ñïåêòð ïðî-

öåññà, ðàññ÷èòûâàåìûé ïî ìåòîäó Ïðîíè, ÿâëÿ-

åòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì Ï-ñïåêòðà. Ýòî òîò âàðè-

àíò îäíîçíà÷íîãî Ï-ñïåêòðà, êîãäà ïðîöåññ äèñ-

êðåòíûé, àïðèîðíî ãàðìîíèçèðóåìûé, áåç

ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé è äëÿ êîòîðîãî

3 vK N≤ , v aK K= . Áîëåå òîãî, ìåòîä ðåøåíèÿ òà-

êîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà ëèíåéíîì ïðåäñêàçà-

íèè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòåí, îí ïðèâåäåí

â [2]. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí â äàííîé ñòàòüå

â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî.

8. Àíàëèòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé
ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà

Ýòèì ñïîñîáîì ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû Ï-

ñïåêòðû ïðîöåññîâ, ÿâëÿþùèõñÿ Ã-, ÎÃ- è ÓÃ-
ôóíêöèÿìè, òî åñòü ëþáûìè, êðîìå ×Ã-ôóíê-

öèé, äëÿ êîòîðûõ èñêîìûé ñïåêòð ïðè çàäàííîì

vK  äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ íåïîëíûì, òî åñòü
×-ñïåêòðîì.

Âûøå îòìå÷åíî, ÷òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2,

íåïðåðûâíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü òî÷íî ïðåä-
ñòàâëåí ñóììîé (2), à ïðè óñëîâèè ãëàäêîñòè

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ (4). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ïî îïðå-
äåëåíèþ Ï-ñïåêòðà íåïðåðûâíîãî ïðîöåññà ñâî-

äèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùåé

äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó äàëåå
çàäà÷à áóäåò ðåøàòüñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê äèñê-

ðåòíûì ïðîöåññàì. Îöåíèâàòü òî÷íîñòü ïàðà-

ìåòðîâ ñïåêòðà áóäåì âåëè÷èíîé (3) îòêëîíå-
íèÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (4)

îò çàäàííîãî ïðîöåññà. Áóäóò ðàññìîòðåíû ÷å-

òûðå âàðèàíòà.

Ïðåæäå ðàññìîòðèì ïðîñòóþ çàäà÷ó, êîãäà àíà-

ëèçèðóåìûé ïðîöåññ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñîäåðæà-

ùèì òîëüêî ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, ÷èñëî

êîòîðûõ [ 3]aK N≤ . Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ ñïåêòðà (1), ãäå 0 0,A =  ñëåäóåò íåïîñ-

ðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ëèíåéíîãî

ïðåäñêàçàíèÿ [2], çàäàâ v aK K≥ . Åñëè aK  íåèç-

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ...
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âåñòíî, òî ðàñ÷åòû ìîæíî íà÷èíàòü ñ ìàëûõ vK .

Ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ ñëåäóåò óâåëè÷èòü vK

è ïîâòîðèòü ðàñ÷åòû. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-

÷àå ïîëó÷èòñÿ åäèíñòâåííûé Ï-ñïåêòð ïðîöåññà.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò 1, êîãäà ïðîöåññ ñîñòîèò

èç ñóììû ïîñòîÿííîé 0A  è ãàðìîíè÷åñêèõ

ñîñòàâëÿþùèõ; ÷èñëî êîòîðûõ òàêîå, ÷òî 3 aK N≤ .

Ê äàííîìó ñëó÷àþ îòíîñÿòñÿ ïðîöåññû, äëÿ êî-

òîðûõ ( ) 1aK K N≤ − . Äëÿ íèõ ìîæåò áûòü ðàññ÷è-

òàí åäèíñòâåííûé îäíîçíà÷íûé Ï-ñïåêòð. Ñþäà

îòíîñÿòñÿ òàêæå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ N  êðàò-

íî 3 è 3 aK N= .

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ âàðèàíòàõ 1-3 áóäóò ïî-

ëó÷àòüñÿ íåîäíîçíà÷íûå Ï-ñïåêòðû.

Èòàê, â 1-ì âàðèàíòå äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðà ìîæ-

íî ïðèìåíèòü èòåðàöèîííûé ñïîñîá îïðåäåëå-

íèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà. Â äàííîì ñëó÷àå

ýòî 0A . Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî èñïîëüçóåì

óïîìÿíóòûé ìåòîä ëèíåéíîãî ïðåäñêàçàíèÿ. Ïðî-

öåäóðà ðåøåíèÿ ñëåäóþùàÿ.

1. Çàäàåòñÿ ÷èñëî îòûñêèâàåìûõ ãàðìîíèê

vK K=  è íà÷àëüíîå çíà÷åíèå 0A .

2. Ïî èìåþùèìñÿ îòñ÷åòàì [ ]x n  íàõîäÿòñÿ ïî-

ëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû 1, ..., Kα α . Äëÿ ýòîãî

ðåøàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé

0; 1, ...,k k K∂ε ∂α = = , (10)

ãäå

2 1
2

1 2 1 0

1 0

1 0

; ( 2 )

( ) .

N K K

i i i k K i k k

k

K i K

x x A

x A

− −

+ − + − −
=

+ −

ε = ε ε = + − α −

− − α

∑ ∑
 (11)

Çäåñü 0 1α = − . Ýòî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëåíèþ

ìèíèìóìà ε  ïî { }kα . Åñëè 3N K=  è N  êðàòíî 3

(ýòî ïðåäåëüíûé âàðèàíò 1 äëÿ 0K  èç (8)), òî

{ }kα  íàõîäÿòñÿ ïðîùå – â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû { 0}iε = , 1, ...,i K= .

3. Îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòû 1, ..., Kω ω  ñïåêòðà êàê

êîðíè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà)

1

1

cos cos( 1) ...

... cos 0.5 0.K K

K t K t

t−

ω∆ − α − ω∆ −
− α ω∆ − α =  (12)

4. Ðàññ÷èòûâàþòñÿ àìïëèòóäû ÷àñòîò

1 1, , ..., ,K KA B A B  ïóòåì ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ 2-é è

3-é ãðóïï ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èç (9). Îïðåäåëÿ-

åòñÿ ïî (3) è îöåíèâàåòñÿ îòêëîíåíèå S .

5. Ïóòåì öåëåíàïðàâëåííîãî ïåðåáîðà çíà÷å-

íèé 0A  è ïîâòîðåíèÿ øàãîâ 2-5 èùåòñÿ ìèíè-

ìàëüíàÿ (íóëåâàÿ) îøèáêà S , êîòîðàÿ âñåãäà äîë-

æíà ñóùåñòâîâàòü. Ýòî áóäåò ðåøåíèå ïåðâîãî

íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èç (9) îòíîñèòåëüíî 0A .

Â èòîãå çíà÷åíèÿ (1), íàéäåííûå â ïîñëåäíåì

öèêëå, áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïàðàìåòðàìè Ï-ñïåêòðà.

Èññëåäóåìûé ïðîöåññ [ ]x n  ìîæåò èìåòü êîëè÷å-

ñòâî aK  ãàðìîíèê ìåíüøåå, ÷åì çàäàííîå vK . Îä-

íàêî ñâîéñòâà ìåòîäà ëèíåéíîãî ïðåäñêàçàíèÿ òà-

êîâû, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ ïî-

÷òè âñåãäà áóäåò íàéäåíî åãî ôàêòè÷åñêîå

çíà÷åíèå 0aK K≤ . Íî ÷òîáû èçáåæàòü òàêîé ñèòó-

àöèè, ìîæíî íà÷èíàòü ðàñ÷åòû ñ ìàëîãî vK  è ïðè

îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàòü åãî.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2, ïðîöåññ ïðè N  êðàòíîì

3 è 3 aK N=  åñòü ÓÃ-ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó åñëè íà-

÷àëüíîå çíà÷åíèå 0A  çàäàòü èíûì, áóäåò ïîëó÷åí

äðóãîé Ï-ñïåêòð. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ñïåê-

òðà íåîáõîäèì îáîñíîâàííûé âûáîð 0A  ñðåäè âîç-

ìîæíûõ.

Ïóñòü òåïåðü 1N +  êðàòíî 3 è 3 1aN K= −  (ýòî

âàðèàíò 2). Â ýòîì ñëó÷àå çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå çíà÷å-

íèÿ 0A  è ÷àñòîòû ω îäíîé èç aK  ãàðìîíèê (øàã 1).

Äàëåå âìåñòî (10) ñîñòàâëÿåòñÿ è ðåøàåòñÿ äëÿ

vK K=  ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (øàã 2)

1

1

cos cos( 1) ...

... cos 0.5 0;

0; 1, ..., 1.
K K

k

K t K t

t

k K

−

ω∆ − α − ω∆ −
 − α ω∆ − α =
 ∂ε ∂α = = −

 (13)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ { }kα  â (12) îï-

ðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòû { }kω , â ÷èñëå êîòîðûõ áóäåò

è ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííàÿ ω (øàã 3). Ïóòåì ïå-

ðåáîðà 0A  è ω è ïîâòîðåíèÿ øàãîâ 2-4 èùåòñÿ

íóëåâîå çíà÷åíèåS . Ýòî áóäåò ðåøåíèå ñèñòåìû

2-õ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

0 0; 0S A S∂ ∂ = ∂ ∂ω =  (14)

îòíîñèòåëüíî 0A  è ω . Äàëåå íàõîäÿòñÿ àìïëèòó-

äû âñåõ K  ÷àñòîò { , }k kA B . Ïî çàâåðøåíèè îïðå-

äåëåííîãî êîëè÷åñòâà öèêëîâ áóäåò ïîëó÷åí

ñïåêòð ïðîöåññà. Îïèñàííûé àëãîðèòì åñòü ñî-

âìåñòíîå ðåøåíèå ïåðâûõ 2-é è 3-é (èç ÷åòû-

ðåõ) ãðóïï óðàâíåíèé èç (9), óðàâíåíèé (13), K-1
óðàâíåíèé (12) è óðàâíåíèé (14) îòíîñèòåëüíî

4K+1 íåèçâåñòíûõ 1 1, , ..., , ,k kA B A B 1 1, ..., , , ...,kα α ω
1 0, ,K A−ω ω ñîîòâåòñòâåííî. Èç óêàçàííûõ óðàâíå-

íèé íåëèíåéíûå òîëüêî äâà (14). Èç íèõ òîëüêî

äâà íåëèíåéíûõ.

Ïîëó÷åííûé ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé íà÷àëü-

íûì çíà÷åíèÿì 0A  è ω, áóäåò îäíèì èç ìíîæå-

ñòâà Ï-ñïåêòðîâ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî

ñïåêòðà íåîáõîäèìî ïðè ðàñ÷åòå S  ñâÿçûâàòü

ýòè ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùèìè ëîãè÷åñêèìè

èëè ôóíêöèîíàëüíûìè óñëîâèÿìè.

Â òðåòüåì, ïîñëåäíåì âàðèàíòå ( 2N +  êðàòíî

3 è 3 2aN K= − ) íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ çàäàþòñÿ äëÿ

Å.Â. ÄÌÈÒÐÈÅÂ
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3-õ ïàðàìåòðîâ: 0 1 2, ,A ω ω . Âìåñòî (13) ñîñòàâëÿ-

åòñÿ è ðåøàåòñÿ äëÿ vK K=  ñèñòåìà óðàâíåíèé

1

1

cos cos( 1) ...

... cos 0.5 0;

0; 1, ..., 2; 1;2.

j j

K j K

k

K t K t

t

k K j

−

ω ∆ − α − ω ∆ −
 − α ω ∆ − α =
 ∂ε ∂α = = − =

Äàëåå îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòîòû { }kω  ïóòåì ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) è èõ àìïëèòóäû (øàã 4).

Âàðüèðóÿ òðåìÿ óêàçàííûìè ïàðàìåòðàìè, îöå-

íèâàÿ S  è äîáèâàÿñü åãî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ, ïî-

ëó÷àåì èòîãîâûå ïàðàìåòðû Ï-ñïåêòðà (øàã 5).

Òî åñòü, â äàííîì âàðèàíòå ðåøàåòñÿ òà æå ñèñ-

òåìà, ÷òî è â ïðåäûäóùåì, íî ñ äîáàâëåíèåì âìå-

ñòî îäíîãî äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

êîýôôèöèåíòîâ { }kα . Â èòîãå ñèñòåìà èìååò òðè

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ: 0 0;S A∂ ∂ = ∂ ∂ω =
1

0;S

2
0.S∂ ∂ω =

Êàê è âî âòîðîì âàðèàíòå äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèí-

ñòâåííîãî ñïåêòðà èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ íå-

îáõîäèìî ïðè ðàñ÷åòàõ ñâÿçûâàòü ïàðàìåòðû

0 1 2, ,A ω ω  ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè, íàïðè-

ìåð (5) - (7).

Åñëè â äâóõ ïîñëåäíèõ âàðèàíòàõ îïðåäåëèòü

êîëè÷åñòâî aK  ãàðìîíèê ñïåêòðà íå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ âîçìîæíûì, òî ñëåäóåò íà÷èíàòü ðàñ÷åòû

ñ ìàëîãî vK  è óâåëè÷èâàòü åãî äî ïîëó÷åíèÿ

ïðàâèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

â ðàññìîòðåííûõ ðàñ÷åòíûõ àëãîðèòìàõ îïðåäå-

ëåíèå aK  íå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîáëåìîé, êàê

ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ. Äëÿ óòî÷íåíèÿ åãî çíà÷å-

íèÿ òðåáóþòñÿ ëèøü ïîâòîðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä, îñíîâàí-

íûé íà óòâåðæäåíèÿõ 1 è 2, ïîçâîëÿåò çíà÷è-

òåëüíî óìåíüøèòü ÷èñëî íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

â ñèñòåìå (9), ïîäëåæàùåé ðåøåíèþ. À èìåííî -

ñ 3N , ( 1) 3N +  è ( 2) 3N +  äî 1-ãî, 2-õ è 3-õ

ïðèN , 1N +  è 2N +  êðàòíûõ 3 ñîîòâåòñòâåííî.

È ÷òî âàæíî, ýòî ÷èñëî îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ

ëþáîãî êîëè÷åñòâà N  îòñ÷åòîâ ïðîöåññà [ ]x n .

Èçëîæåííûé ìåòîä íå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-

âàí ïðè îïðåäåëåíèè ×-ñïåêòðà. Òî åñòü, êîãäà

ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ òîëüêî îñíîâíûå ãàðìî-

íèêè ïðîöåññà, åñëè â íåì ïðèñóòñòâóþò è èíûå

ñîñòàâëÿþùèå, íàïðèìåð, øóìîâûå. Íî ïðèáëè-

æåíèå ê òàêîìó ñïåêòðó ìîæåò áûòü íàéäåíî.

Ýòî áóäóò çíà÷èìûå ãàðìîíèêè óñëîâíîãî Ï-ñïåê-

òðà, ïðè ðàñ÷åòå êîòîðîãî äàííûì ìåòîäîì ìè-

íèìèçèðóåòñÿ (7). Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå âåëè-

÷èí N  è aK  äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîìó èç

òðåõ âàðèàíòîâ. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå ýô-

ôåêòèâíûé ìåòîä ðàñ÷åòà ×-ñïåêòðà.

9. Ñòàòèñòè÷åñêèé
ïîñëåäîâàòåëüíûé ìåòîä

îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà

Èìååì ââèäó, ÷òî, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ñïåêòðà,

÷èñëî èñêîìûõ ãàðìîíèê îãðàíè÷åíî 3K Nν ≤ .

Åñëè 3K Nν = , òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü àíàëèòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé àëãî-

ðèòì ðàñ÷åòà Ï-ñïåêòðà, åñëè 3aK K Nν < ≤  —

ñòàòèñòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé äëÿ ×-ñïåêòðà.

Îäíàêî âòîðîé ìåòîä ïðè áîëüøîì K  îêàçûâà-

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ...

Ðèñ. 5. Ñèãíàë 
1
[ ]x n

Ðèñ. 6. Ñïåêòðû ñèãíàëà 
1
[ ]x n , ñèãíàëà+øóì 

1
[ ]x n

Ðèñ. 7. Ñèãíàë 
2
[ ]x n

Ðèñ. 8. Øóì

Ðèñ. 9. Ñèãíàë+Øóì 
2
[ ]x n

Ðèñ. 10. Ñïåêòðû øóìà, ñèãíàëà 
2
[ ]x n , ñèãíàëà+øóì 

2
[ ]x n
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åòñÿ òðóäîåìêèì. Êðîìå òîãî, çà çàäàííîå âðåìÿ

ïðè íåäîñòàòî÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè

âìåñòî ãëîáàëüíîãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëîêàëü-

íîå ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äèñêðåòíîãî

ñèãíàëà, ìîæíî ïîñòðîèòü áîëåå áûñòðûé àëãî-

ðèòì ðàñ÷åòà Ï- è ×-ñïåêòðà. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðî-

öåññ âû÷èñëåíèé, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîì óòî÷íåíèè ÷àñòîò îòäåëüíûõ ãðóïï ãàðìî-

íèê.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû âñå K  îòíîñèòåëü-

íûõ ÷àñòîò { }kp  ãàðìîíèê ñèãíàëà [ ]x n . Çäåñü

(2 )k kp T N= ω π  îïðåäåëåíû â èíòåðâàëå [0;0.5] .

Óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ çíà÷åíèé. Îíè ðàñ-

ïîëîæàòñÿ ïëîòíûìè ñåêòîðàìè. Âíóòðè êàæäîãî

ñåêòîðà ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòîòàìè

áóäåò íå áîëåå 1 N . Òîãäà, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñî-

ñåäíèìè ñåêòîðàìè áóäåò íå ìåíåå 1 N . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç cK  ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÷àñòîò â

ïëîòíûõ ñåêòîðàõ. Áóäåì ñ÷èòàòü cK  ðàçìåðîì

ñåêòîðà. Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëå-

äóþùåå ïî÷òè î÷åâèäíîå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 2. Ïðîöåññ è ðåçóëüòàò îïðåäåëåíèÿ

÷àñòîò { }kp  ñèãíàëà [ ]x n  âíóòðè ïëîòíîãî ñåêòîðà

ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò èõ ñîâìåñòíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, íî îòíîñèòåëüíî ìàëî îò ðàñïðå-

äåëåíèÿ ÷àñòîò â îñòàëüíûõ ñåêòîðàõ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì, îñíîâàííûé

íà èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ñâîéñòâà.

1. Ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìè ðàçìåð ñåêòîðà cK  è êî-

ëè÷åñòâî èñêîìûõ ãàðìîíèê K, çàäàåì â èíòåðâàëå

[0;0.5] íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ { }kp  èõ ÷àñòîò. Óïîðÿ-

äî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ. Ðàññ÷èòûâàåì àìïëèòó-

äû { , }k kA B  ñïåêòðà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàññòîÿíèÿ S ìåæäó ñèãíà-

ëîì è ñóììîé ãàðìîíèê â âèäå (3). Äàëåå âû÷èòàåì

èç ñèãíàëà íàéäåííûå ãàðìîíèêè. Ïîëó÷àåì îñòà-

òî÷íûé ñèãíàë. Ðàññ÷èòàííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñèã-

íàëîì è ãàðìîíèêàìè ïðèìåì â êà÷åñòâå íà÷àëü-

íîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè mS . Ýòî áóäåò ñðåä-

íåå êâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå îñòàòî÷íîãî ñèãíàëà.

2. Äîáàâëÿåì (âîçâðàùàåì) â îñòàòî÷íûé ñèãíàë

ãðóïïó èç cK  óäàëåííûõ ãàðìîíèê ñ íîìåðàìè

, 1, ..., 1 ci i i K+ − + , ãäå 1i =  (äëÿ ïåðâîé ãðóïïû).

Îïðåäåëÿåì îøèáêó àïïðîêñèìàöèè S  äëÿ òàêîãî

ñëó÷àÿ.

3. Îïðåäåëÿåì (óòî÷íÿåì) ïàðàìåòðû cK  ãàðìî-

íèê ãðóïïû. Äëÿ ýòîãî ìåòîäîì èòåðàöèé è ñëó-

÷àéíîãî ïîèñêà ìèíèìèçèðóåì S  ïî ÷àñòîòàì { }kp

è àìïëèòóäàì { , }k kA B  ãàðìîíèê ãðóïïû, âñÿêèé

ðàç ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàò ñ âåëè÷èíîé mS . Çíà÷å-

íèÿ ÷àñòîò äðóãèõ ãðóïï íå èçìåíÿåì. Ïîñëå ýòîãî

îïðåäåëÿåì (óòî÷íÿåì) àìïëèòóäû ãàðìîíèê âíîâü

ñôîðìèðîâàííûõ è îñòàëüíûõ. Âû÷èòàåì âñå ãàð-

ìîíèêè èç ñèãíàëà, òî åñòü, ïîëó÷àåì íîâûé îñòà-

òî÷íûé ñèãíàë. Ïåðåñ÷èòûâàåì ðàññòîÿíèå mS , êî-

òîðîå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ìåíüøèì ïðåæíåãî. Óïî-

ðÿäî÷èâàåì ÷àñòîòû âñåõ ãàðìîíèê ïî âîçðàñòàíèþ.

4. Äîáàâëÿåì (âîçâðàùàåì) â îñòàòî÷íûé ñèãíàë

äðóãóþ ãðóïïó ãàðìîíèê èç óäàëåííûõ: óòî÷íåí-

íûå ãàðìîíèêè ñ íîìåðàìè , 1, ..., 1 ci i i K+ − +  äëÿ

ñëåäóþùåãî i . Ðàññ÷èòûâàåì S . Óòî÷íÿåì ïàðà-

ìåòðû.

5. Ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ i , ïîâòîðÿåì ýòà-

ïû ñ 3-ãî ïî 4-é cK K−  ðàç. Ïðîéäÿ âåñü ÷àñòîò-

íûé äèàïàçîí, âîçâðàùàåìñÿ ê åãî íà÷àëó – ê ïåð-

âîé ãðóïïå ãàðìîíèê.

6. Ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåì ýòàïû ñ 2-ãî ïî 5-é,

äîáèâàÿñü àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà mS .

Â ðåçóëüòàòå îïèñàííîé ïðîöåäóðû áóäåò ïî-

ëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ ñèãíàëà ãàðìîíèêàìè. Ïîñ-

ëåäíèé íàéäåííûé íàáîð { },{ , }k k kp A B  áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ Ï- èëè ×-ñïåêòðîì ñèãíàëà. Ïðè ïðàâèëü-

íîì âûáîðå K  è cK  ïðîöåññ ýôôåêòèâåí è

äîñòàòî÷íî áûñòðî ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó ðå-

øåíèþ. Ïðè ýòîì äîñòèãíóòîå çíà÷åíèå mS  ïîëó-

÷àåòñÿ ãëîáàëüíûì. Ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ïîâòîðÿ-

åìîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðè âûáîðå äðóãèõ íà÷àëü-

íûõ çíà÷åíèé ÷àñòîò { }kp .

Åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòîòàìè

ñèãíàëà áîëüøå, ÷åì 1 N , òî èìååì 1cK = . Òîãäà

ðàñ÷åò ñïåêòðà óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ

ïàðàëëåëüíîãî ïåðåáîðà çíà÷åíèé ÷àñòîò. Îí áó-

äåò çàêëþ÷àòüñÿ â ìèíèìèçàöèè îøèáêè S  ïîñ-

ëåäîâàòåëüíî ïî çíà÷åíèÿì êàæäîé èç K  ÷àñòîò.

Ýòî ñâîéñòâî èìååò ïîëåçíîå ïðèìåíåíèå. Ïðè

ôîðìèðîâàíèè ñèãíàëà äëÿ ïåðåäà÷è ïî êàíàëó

ñâÿçè ìîæíî çàïîëíÿòü åãî ãàðìîíèêàìè ñ îòíî-

ñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîòî-

ðûìè áîëüøå 1 N . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè àíàëèçå

ïðèíÿòîãî ñèãíàëà ÷àñòîòû è èõ ïàðàìåòðû áó-

äóò îïðåäåëåíû íàèáîëåå ïðîñòûì è áûñòðûì

ñïîñîáîì.

Åñëè K  çàäàòü áîëüøèì ÷èñëà ãàðìîíèê, ïðè-

ñóòñòâóþùèõ â ñèãíàëå, òî àëãîðèòìîì áóäóò âû-

äåëåíû äîïîëíèòåëüíûå, íî ñ ìàëûìè àìïëèòó-

äàìè, êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Åñëè çíà÷åíèå cK  ïðè ïðàâèëüíîì K  âûáðàòü

ìåíüøèì, ÷åì îãîâîðåíî âûøå, òî ïðîöåññ îïðå-

äåëåíèÿ ñïåêòðà áóäåò ìåäëåííî èëè ñîâñåì íå

ñõîäèòüñÿ ê ãëîáàëüíîìó ðåøåíèþ, òî åñòü îêà-

æåòñÿ íå ýôôåêòèâíûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî

ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ cK  ÷àñòîò â ïëîòíûõ ñåê-

òîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ãàðìî-
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íèê. Â äðóãèõ ñåêòîðàõ ãàðìîíèêè áóäóò îïðåäå-

ëåíû ïðàâèëüíî.

Èññëåäóåìûé ñèãíàë ìîæåò áûòü òàêèì, ÷òî

cK K= . Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðèäåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé ìåòîä.

Âîçíèêàåò âîïðîñ. Êàêèì äîëæåí áûòü ðàçìåð
ñåêòîðà cK , åñëè îí íå çàäàí, èëè åãî íåëüçÿ
îáîñíîâàòü, àíàëèçèðóÿ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ
î ñèãíàëå [ ]x n ? Çäåñü ñëåäóåò íà÷àòü ñ ìèíèìàëü-
íîãî cK . Äàëåå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü èçëîæåí-
íûé âûøå ïðîöåññ àïïðîêñèìàöèè. Ïðè ýòîì áó-
äåò îïðåäåëåí ñïåêòð ñ îøèáêîé mS . Åñëè îíà
âåëèêà, òî íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè-
÷èâàòü cK  è ïîâòîðÿòü ðàñ÷åòû äî äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé îøèáêè. Åñëè òðåáóåòñÿ äîñòè÷ü åå àá-
ñîëþòíîãî ìèíèìóìà, òî ïðè óâåëè÷åíèè cK  ñëå-
äóåò äîáèòüñÿ ïîâòîðÿåìîñòè ðåçóëüòàòîâ â ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûõ öèêëàõ. Åñëè K  âûáðàíî íå ìåíü-
øèì ÷èñëà ãàðìîíèê, ïðèñóòñòâóþùèõ â ñèãíàëå,
òî â èòîãå mS  äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

Åñëè ñèãíàë ñîäåðæèò àääèòèâíóþ øóìîâóþ
ñîñòàâëÿþùóþ, òî ïðè ðàñ÷åòå ïðîèçîéäåò âû-
äåëåíèå èç íåãî äîïîëíèòåëüíûõ ãàðìîíèê, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ïî ñåêòîðàì. Ýòî ïðèâåäåò ê óâå-
ëè÷åíèþ ÷èñëà è ðàçìåðà ñåêòîðîâ. Îäíàêî äî
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ øóìà ñïåêòð ñèãíàëà ìîæ-
íî ïîëó÷èòü áåç èçìåíåíèÿ cK . Åñëè òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü è ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå äî-
áàâëåííîé ïîìåõè, òî ïðè ðàñ÷åòå ñëåäóåò óâå-
ëè÷èòü cK . Óâåëè÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñ-
òîòàìè âíóòðè ñåêòîðîâ ïîçâîëÿåò äîïóñòèòü áî-
ëåå âûñîêèé óðîâåíü øóìà.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå àíàëèçèðóåìîãî ñèãíà-
ëà êîíå÷íóþ âûáîðêó ïðîöåññà, áëèçêîãî ê íîð-
ìàëüíîìó. Â îáùåì ñëó÷àå òàêîé ñèãíàë ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí ñóììîé èç ( )K K N≤  ãàðìîíèê.
Îíè ìîãóò ïðèíàäëåæàòü îäíîé èëè íåñêîëüêèì
ïëîòíûì ñåêòîðàì. Ïîñêîëüêó íåëüçÿ àïðèîðíî îï-
ðåäåëèòü K  è cK , òî ïðèõîäèòñÿ ïðåäïîëîæèòü

( )cK K K Nν= = , ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíî.
Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ìåòîäà äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ Ï-ñïåêòðà íå öåëåñîîáðàçíî. Çäåñü ñëåäóåò
ïðèìåíèòü àíàëèòè÷åñêèé ïàðàëëåëüíûé ìåòîä.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû ê îòðåçêó
ëþáîé ôóíêöèè, ïî ñâîåé ïðèðîäå íå ÿâëÿþùåéñÿ
ñóììîé ãàðìîíèê. Ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ

,arcsin ,sin , ln ,exptgx x x x x  è äðóãèå ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èõ ñïåêòðîâ ñëåäóåò èñ-
ïîëüçîâàòü ñòàòèñòè÷åñêèé èëè àíàëèòè÷åñêèé ïà-
ðàëëåëüíûå ìåòîäû.

Ïðåäëîæåííûì ñòàòèñòè÷åñêèì ïîñëåäîâàòåëüíûì
ìåòîäîì áûëè ðàññ÷èòàíû ñïåêòðû íåêîòîðûõ ñèã-

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ...

íàëîâ. Ðåçóëüòàòû ïîäòâåðäèëè åãî ýôôåêòèâíîñòü.

Íèæå ïðèâåäåíû äâà âàðèàíòà.

Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå àíàëèçèðóåìîãî ñèãíàëà

1[ ]x n  âçÿòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 30N =  îò-

ñ÷åòîâ ñóììû àääèòèâíîãî øóìà ñ èñõîäíûì ñèã-

íàëîì 1 [ ]x n , ñîñòîÿùèì èç 7 ãàðìîíèê ñ ïàðà-

ìåòðàìè èç òàáë. 2. Â êà÷åñòâå øóìà âçÿò îòðå-

çîê íîðìàëüíîãî ïðîöåññà ñ

ïàðàìåòðàìè 0; 1a = σ = . Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí

1[ ]x n . Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè ñèãíàëà òà-

êèå, ÷òî èìåþòñÿ 5 ïëîòíûõ ñåêòîðîâ. Âî âòîðîì

èìåþòñÿ 3 ÷àñòîòû, â îñòàëüíûõ ïî îäíîé. Íà

ðèñ.6 îòîáðàæåíû ëèíèè ñïåêòðà èñõîäíûõ ãàð-

ìîíèê è ñïåêòðà, ðàññ÷èòàííîãî ïî ñèãíàëó 1 [ ]x n ,

ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì äëÿ 7; 3cK K= = . ×å-

òûðå ëèíèè ñïåêòðà èñõîäíîãî è çàøóìëåííîãî

ñèãíàëîâ âèçóàëüíî ñîâïàëè. Ïðè áîëüøåì óðîâ-

íå øóìà ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëèñü ìåíåå óäîâëåò-

âîðèòåëüíûå.

Ïðèìåð 3. Â êà÷åñòâå ñîñòàâëÿþùèõ èñõîäíîãî

ñèãíàëà 2 [ ]x n  (ðèñ. 7) âçÿòû ãàðìîíèêè ñ òåìè

æå ïàðàìåòðàìè, êðîìå 3 è 4 ÷àñòîò, êîòîðûå

áîëåå ðàçíÿòñÿ: 0.2123 è 0.2874. Â ýòîì ñïåêòðå 7

ñåêòîðîâ ïî îäíîé ÷àñòîòå, ïîñêîëüêó ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè áîëüøå 1/30. Òî åñòü, ðàç-

ìåð ñåêòîðà 1cK = . Ñòðóêòóðà ñèãíàëà ïðîùå,

÷åì â ïðèìåðå 1. Óðîâåíü íàëîæåííîãî øóìà,

èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8, çíà÷èòåëü-

íûé: 0; 100a = σ = . Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåí ñóììàð-

íûé ñèãíàë 2 [ ]x n . Íà ðèñ. 10 îòîáðàæåíû ëèíèè

ñïåêòðà øóìà, èñõîäíûõ ãàðìîíèê è ñïåêòðà ñóì-

ìàðíîãî ñèãíàëà, ðàññ÷èòàííîãî äëÿ òåõ æå ïàðà-

ìåòðîâ 7; 3cK K= = . Ñïåêòð øóìà ðàññ÷èòû-

âàëñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïàðàëëåëüíûì ìåòîäîì äëÿ

10K = . Ïðè ìåíüøèõ óðîâíÿõ øóìà ñïåêòð ñèã-

íàëà ïîëó÷èëñÿ åùå òî÷íåå.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå íîâûå ñïîñîáû àïï-

ðîêñèìàöèè, íîâûå ñïåêòðû ïðîöåññîâ è ìåòîäû

èõ ðàñ÷åòà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âî ìíîãèõ

ïðèëîæåíèÿõ ïðè àíàëèçå è ñèíòåçå ñèãíàëîâ è

ïðîöåññîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ.

Ïðèìåíåíèå ïîëíûõ è ÷àñòè÷íûõ ãàðìîíè÷åñ-

êèõ ñïåêòðîâ êîðîòêèõ ïðîöåññîâ äîëæíî áûòü

íå ìåíåå ïîëåçíûì, ÷åì ñïåêòðîâ íà îñíîâå ðàç-

ëîæåíèé Ôóðüå.
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Approximation of Short Processes, Signals, Functions and Calculation
of Their Harmonic Discrete  Spectrum

E.V. Dmitriev

Why is it considered that spectrum of segment of sin(2 )ftπ  function consist of somewhat but not harmonic of f

frequency? In the article new qualitative and quantitative characteristic of short processes is considered. This
characteristic is spectrum consisting of finite optimal not compulsory orthogonal components. Vector properties are
described. Statements about possible in finite harmonic series expansion of short discrete continuous processes are
formulated. Methods of definition of unknown spectrum are proposed. Means of effective approximation of short
processes are also described in this work. Examples are cited.

è îòêðûòûõ èçäàíèÿõ; âûñòóïëåíèÿ íà êîíôåðåíöèÿõ.
Îáëàñòü íàó÷íûõ èíòåðåñîâ: àëãîðèòìû è ìåòîäû öèôðî-
âîé îáðàáîòêè íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ è ïðî-
öåññîâ â ðàäèî è ðàäèîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ; àíàëèç ñèã-
íàëîâ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè; àïïðîêñèìàöèÿ, ñïåêò-
ðàëüíûé àíàëèç è ïðåîáðàçîâàíèå ïðîöåññîâ è ñèãíàëîâ; ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êàíàëîâ ïåðåäà÷è è ïðèåìà
èíôîðìàöèè.


