
Физика волновых процессов и радиотехнические системы

1. Постановка задачи

Статья касается методов и алгоритмов циф-
ровой обработки непрерывных (аналоговых) и 
дискретных процессов при решении задач обна-
ружения и различения сигналов по  рассчиты-
ваемому спектру их смеси. В настоящее время 
определение спектра процессов и отдельных сиг-
налов в радио  и радиотехнических устройствах,  
измерительных системах основано  на использо-
вании их разложений в ряды или представлении 
интегралами Фурье с применением базисных 
ортогональных функций. Однако  эти способы 
вместе с их модификациями не всегда эффек-
тивны при анализе короткого  процесса (ограни-
ченной длительности). Главным является то,  что  
в них искусственно  навязывается его  поведение  
на концах и вне интервала определения (в том 
числе разрывы процесса и его  производной),  
что  отрицательно  сказывается на показателях,  
характеризующих его  колебательные свойства. 
Спектры на основе разложений Фурье обладают 
также значительной избыточностью по  количес-
тву гармоник. В результате имеем: традицион-
ный спектр  короткого  процесса,  состоящего  из 
нескольких неортогональных синусоид (гармо-
ник),  не является линейчатым,  что  выглядит 
неестественно. Существует также способ расчета 
спектра на основе метода Прони [1,  п.20.6.6(с)],  
но  он позволяет определять спектр  процесса,  
состоящего  только  из гармоник.

Поэтому для практических приложений при 
решении задач обнаружения и различения сиг-
налов полезно  применение нового,  более эф-
фективного  способа описания колебательных 
свойств коротких процессов. Он основан на оп-
ределении и использовании их естественно-
го спектра (Е-спектра). Новизна заключается 
в методе аппроксимации коротких процессов 
суммой неортогональных гармоник. 

2. Естественный спектр процессов

Существо  нового  способа [2,  3] заключается 
в следующем. Процесс,  заданный или выделен-
ный на интервале [0;T],  аппроксимируется фун-
кцией
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если он дискретный x[n]. Здесь y[n] = y(nΔt);           
Δt = T/N – дискрета по  времени; N – число  от-
счетов процесса. Значения
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являются параметрами K составляющих гармо-
ник – их частотами и амплитудами; A

0
 – посто-

янная величина – смещение.
В качестве ошибки представления использу-

ются выражения
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если процесс непрерывный или дискретный со-
ответственно. В таком случае те значения (1), 
а также K, которые минимизируют (2), будут 
являться параметрами естественного спект-
ра (Е-спектра) короткого процесса. Предпола-
гается,  что  параметры различных гармоник (ком-
понент) априорно  не связаны друг с другом зави-
симостью. Требование взаимной ортогональности 
на них также не налагается. Очевидно,  что  спект-
ры,  рассчитанные согласно  данному определению,  
будут дискретными (линейчатыми) по  частоте и,  
за исключением особых случаев,  с конечным чис-
лом спектральных линий. Далее в целях сокраще-
ния короткий процесс или отдельный сигнал будем 
именовать процессом,  если не оговорено  иное. 

Минимизация (2) осуществляется одним из двух 
способов,  в зависимости от типа рассчитываемого  
Е-спектра. Определения типам следующие [3].

Частичный естественный спектр (ЧЕ-спектр) - 
набор параметров (1) минимального количества 
K

s
 (или во втором случае заданного Kν) синусои-

дальных компонент, сумма которых аппрокси-
мирует на интервале [0,T] непрерывный процесс 
x(t) или дискретный x[n] с ошибкой, не превыша-
ющей заданного значения S  (или с минимально 
возможной ошибкой  во втором случае).

Полный естественный спектр (ПЕ-спектр) - 
набор параметров (1) суммы синусоидальных 
компонент, аппроксимирующей на интервале 
[0,T] непрерывный процесс x(t) или дискретный 
x[n],  где количество компонент K

0
 определя-

ется как минимально возможное, при котором 
равна нулю ошибка  аппроксимации S. ПЕ-
спектр может не быть единственным. 

Для количества компонент в обоих опре-
делениях имеет место важное соотношение            
K ≤  [(N+2)/3].

Проведем сравнительный анализ спектров,  
рассчитываемых тремя способами: по  конечно-
му ряду Фурье,  методу Прони и как Е-спектры. 
Осуществим это  по  результатам расчета при-
меров для трех типов процессов.

3. Спектры экспоненциальной 
функции

Рассмотрим детерминированный про-
цесс в виде экспоненциальной функции
x(t) = exp[-0.5(t-0.5T)2] на интервале [0,T]. Прове-
дем его  дискретизацию,  задав число  отсчетов N. 
Для такого  случая t

n 
= n∆t. Тогда функция пре-

образуется в последовательность значений

x[n] = exp[–0.5T2 (n/N – 0.5)2],
	 (3)
n = 0,1,...,N–1.	

Рассчитаем спектр  такого  процесса тремя спо-
собами для количества аппроксимирующих гар-
моник K=1,2,...,13 и постоянной составляющей.

Расчет  спектра с использованием  ДПФ. Па-
раметры спектра,  то  есть амплитуды первых K 
гармоник,  являющиеся  прямым ДПФ процесса,  
будут равны
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где k=0,1,...,K. Имеется в виду,  что  в (4) учте-
ны и симметричные гармоники,  поэтому 2K≤N. 
Восстановленный по  K гармоникам процесс,  то  
есть обратное ДПФ (усеченное),  есть последова-
тельность
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Связь между относительной и круговой частота-
ми следующая: 2πk/T = ω

k
, k/T = f

k
,  1/T = ∆f.

Таким образом,  для проведения спектраль-
ного  анализа процесса данным методом не
обходимо  вначале выбрать количество  первых 
(или значимых) гармоник K спектра ДПФ из их 
общего  числа [N/2],  которые будут представ-
лять восстановленный (аппроксимирующий) 
процесс. Далее надо  определить их параметры (4). 
И,  наконец,  следует рассчитать N отсчетов вос-
становленного  процесса по  (5). После чего  по  (2) 
можно  оценить точность восстановления при за-
данных N,  K,  T.

       

Рис. 1. Ошибка S  представления сигнала 2exp( 0.5 )z− на ин-
тервале [0; ]T с использованием спектров  ЧЕ,  ряда Фурье и  
метода Прони (разного  порядка K)
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Для проведения численного  расчета спектра 
последовательности (3) было  задано: T = 10 и       
N = 100. Отсчеты процесса получились следу-
ющие

x[n] = exp[–50(n/100–0.5)2],  	 (6)

где  n = 0,1,...,99.
Расчет спектра проводился для количества ап-
проксимирующих (первых) гармоник K от 1 до  
13 и постоянной составляющей.

Расчет спектра по методу Прони. Данным 
методом [1,  2] может быть определен спект-
ральный состав процесса (6),  но  без постоянной 
составляющей A

0
. Если 3K<N,  то  параметры 

гармоник (1) определяются следующим образом. 
По  отсчетам процесса составляется специальная 
система линейных уравнений относительно  неиз-
вестных вспомогательных параметров α
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где i=1,...,N-2K.	
Затем составляется квадратичная форма из 

возможных ошибок (при измерении,  расчетах)
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метрам путем приравнивания нулю ее частных 
производных:
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Решаем полученную систему линейных урав-
нений. Частоты гармоник определяются нахож-

дением корней тригонометрического  уравнения
 1

1

cos cos( ) 0.5 0
K

k K
k

K K k
−

=

ω − α − ω − α =∑ ,  коэффи-

циентами которого  являются найденные пара-
метры. Полученные значения ω
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2
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торых должно  быть K,  принимаются за частоты 
гармонических составляющих процесса x[n]. Да-
лее параметры найденных гармоник – амплитуды 
из (1) определяются методом наименьших квад-

ратов. Для этого  соответствующее выражение      
из (2) минимизируется по  каждому параметру 
из {A

k
,B

k
} с учетом найденных частот {ω

k
}.

Если размер  выборки N = 3K,  то  задача уп-
рощается и вместо  систем (7) и (8) получается 
одна из K линейных уравнений относительно  K  
неизвестных {α

k
}

1

1 2 1 1 1 2 1
1

( )
K

i k K i k k K i K i K i
k

x x x x x
−

+ − + − − + − − + −
=

+ α + α = −∑ ,

   i=1,...,K. 
То  есть здесь значения ошибок ε

i заведомо  по-
лагаются равными нулю. Спектр  процесса (6) 
был рассчитан методом Прони для K=2,3,...,9.

Расчет Е-спектра процесса. В этом случае 
параметрами спектра являются значения (1),  
минимизирующие (2). Минимизация должна осу-
ществляться одним из двух способов,  в зависи-
мости от того  расчитывается ПЕ- или ЧЕ-спектр. 
В нашем случае это  второй,  так как 3K<<N  
и процесс,  что  очевидно,  состоит не только            
из одних гармоник. Расчеты спектра процесса 
(6) проводились для количества аппроксимиру-
ющих гармоник K от 2 до  7 и постоянной состав-
ляющей. Некоторые методы расчета Е-спектров 
приведены в [2,  3]. В данном случае использо-
вался статистический параллельный метод 
(статистических испытаний).

Анализ и сравнение результатов  расчета  
спектров. Проведенные расчеты подтверждают 
вывод о  том,  что  метод Прони применим лишь 
в случаях,  когда исходный процесс состоит толь-
ко  из совокупности гармоник и шумовой состав-
ляющей незначительного  уровня. Правильная 
экстраполяция (также являющаяся одной из ха-
рактеристик метода) функцией,  восстановлен-
ной по  K гармоникам спектра ДПФ,  возможна 
лишь в случае,  если исходный процесс по  своей 
природе содержит именно  эти гармоники.
На рис.1 отображены показатели точности рас-
чета спектра процесса (6) по  конечному ряду 
Фурье,  методу Прони и как ЧЕ-спектра. В ло-
гарифмическом масштабе отмечены рассчитан-
ные по  (2) значения ошибок S представления 
(аппроксимации) процесса суммой гармоник 
для K=1,2,...,13. Кривая,  соответствующая мето-
ду Прони,  отражает нестабильное уменьшение 
ошибки аппроксимации при увеличении числа 
гармоник. Для некоторых K ошибка получилась 
даже большей,  чем для меньшего  числа аппрок-
симирующих гармоник. Это  является следстви-
ем недостатков и особенностей метода [1].

       

Рис. 2. Границы области обнаружения и различения 2-х и 
3-х гармоник в зашумленном сигнале в зависимости от  дис-
персии шума
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Сопоставление данных показывает,  что  метод 
на основе Е-спектра дает результаты сущест-
венно  лучшие,  чем другие. При увеличении K 
разница в значениях ошибки аппроксимации S 
этим методом в сравнении с другими значитель-
но  увеличивается и достигает нескольких по-
рядков.

Следует отметить,  что  существенным не-
достатком метода расчета Е-спектра является 
отсутствие его  полного  и законченного  анали-
тического  алгоритма и поэтому требуется зна-
чительное время для проведения расчетов чис-
ленными методами. В частности,  при использо-
вании стандартного  (трудоемкого  не оптимизи-
рованного) метода статистических испытаний 
требуется проведение количества циклов счета,  
соизмеримого  с величиной 10K,  где K число  гар-
моник. Поэтому требуется разработка на основе 
методов из [2,  3] специализированных алгорит-
мов и устройств,  позволяющих более эффектив-
но  рассчитывать Е-спектры процессов.

4. Спектр суммы гармоник,        
их различение

Здесь оценивалась возможность различения 
(по  частоте) прямоугольных радиоимпульсов  
в их смеси с использованием ЧЕ-спектра.                                
В этих целях была проведена обработка ко-
ротких случайных процессов,  образованных из 
суммы нескольких гармоник и представленных в 
дискретном виде (по  времени). Каждый процесс 
состоял из N=100 отсчетов. Амплитуды и фазы 
гармоник выбирались равномерно  распределен-
ными в интервалах (0;  100) и (0;  2π) соответс-
твенно. Частота p

1
 первой гармоники выбиралась 

равномерно  распределенной в (0;0.5). Здесь нор-
мированная частота p=f⋅T /  N. Остальные вы-
бирались относительно  первой как нормально  
распределенные величины с параметрами (p

1
;  

0.01) и (p
1
;  0.02). При обработке каждой реали-

зации процесса циклический алгоритм уточне-
ния амплитуд гармоник при расчете ЧЕ-спектра 
заканчивался по  достижении заданной точнос-
ти 10-8 расчета S по  (2). При этом определение 
значений частот,  амплитуд и фаз обеспечи-
валось с точностью до  7-8 десятичных знаков. 
В виду малости ошибок S цель достижения их 
глобального  минимума была излишней и поэ-
тому не ставилась. Просчитанные варианты для 
каждого  K были разбиты на две группы. В 1-ю 
вошли те,  в которых частоты гармоник исход-

ного  моделируемого  отрезка процесса располо-
жились в интервале ∆p,  меньшем,  чем порог p∆ .
Во  2-ю –  варианты с большим разбросом частот,  
то  есть для них ∆p оказалось больше,  чем p∆ . 
Считались безуспешными и поэтому отбрасыва-
лись те варианты (их было  мало),  в которых про-
цесс расчета не сходился к верному результату 
или когда достигался локальный,  но  большой 
по  величине минимум ошибки S  вместо  гло-
бального. В целях сравнения разрешающей спо-
собности по  частоте на основе метода ЧЕ-спек-
тра и метода ДПФ значение порога было  взято  

( 1)p K N∆ = − . Оно  равно  предельной близости 
частот,  то  есть минимальному разбросу частот 
K гармоник,  которые с помощью метода ДПФ 
при тех же исходных данных можно  различить 
и параметры которых можно  рассчитать,  что  
должно  соответствовать 2-й группе вариантов.
В таблице приведены результаты расчета 88 
вариантов ЧЕ-спектра для K=2,3,4: количество  
вариантов,  попавших в группы (строки 7 и 
9);  получившиеся интервалы разброса частот 
в группах относительно  истинных значений 
(строки 8 и 10);  предельные интервалы разбро-
са различимых частот по  методу ДПФ (стро-
ка 6). Результаты показывают,  что  метод ЧЕ-
спектра эффективен не только  при обработке 
процессов 2-й но  и 1-й группы. В частности 
видно,  что  использование ЧЕ-спектра позво-
лило  различать 2 гармоники с минимальной 
разницей между ними по  относительной час-
тоте p до  величины 0.0004 (вместо  допусти-
мой 0.02 при использовании метода различения 
на основе ДПФ) и правильно  определить их 
параметры. При наличии 3-х гармоник с разбро
сом частот до  0.0052 (вместо  0.04) и при нали-
чии 4-х гармоник с разбросом до  0.0081 (вмес-
то  0.06) они также были успешно  различены и 
измерены. Если принять во  внимание,  что  T=1;  
N=100  и f=p⋅N/T,  то  это  будет разброс 0.04 
Гц,  0.52 Гц и 0.81 Гц для метода ЧЕ-спектра 
вместо  2 Гц,  4 Гц и 6 Гц для метода Фурье 
соответственно.

То  есть,  при использовании методов на ос-
нове спектра Фурье предельное разрешение 
гармоник по  нормированной частоте для рас-
смотренного  примера получились хуже на 1–2 
порядка. Сказанное подтверждает возможность 
определять и различать сколь угодно  близкие 
гармоники в коротких сигналах (прямоуголь-
ных радиоимпульсах),  используя рассчитан-
ные ЧЕ- и ПЕ-спектры.
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5. Спектр суммы гармоник 
с наложенным шумом, их 

различение

Здесь также решалась задача по  различению 
гармоник с использованием ЧЕ-спектра. Но  ис-
ходный процесс подвергался воздействию помех. 
В качестве входного  рассматривалась аддитив-
ная сумма случайных синусоидальных колеба-
ний и гауссовского  шума (с нулевым средним 
значением).

В первом примере исходный процесс состо-
ял из суммы двух гармоник,  представленных 
N=100 отсчетами. Для каждой его  реализации 
нормированная частота p

1
 первой гармоники за-

давалась равномерно  распределенной в интер-
вале [0;  0.5]. Логарифм частоты p

2
 второй гар-

моники задавался равномерно  распределенным          
в интервале [-7;  -1] относительно  первой. Амп-
литуда R

k
 и фаза ϕ

k
 гармоник задавались равно-

мерно  распределенными в интервалах [0;  100] 
и [0;  2π] соответственно. Логарифм σ - среднего  
квадратического  отклонения (СКО) шума зада-
вался равномерно  распределенным в интервале 
[-12;  1],  то  есть 10-12 ≤ σ ≤10. 

По  каждой из реализаций процесса рассчиты-
вался ЧЕ-спектр  порядка K=2 и значение пос-
тоянной составляющей. При завершении расчета 
фиксировались: разница ∆p между двумя выпав-
шими частотами гармоник исходного  процесса и 
выпавшее значение σ наложенного  шума. Если 
частоты в рассчитанном ЧЕ-спектра отличались 
от соответствующих выпавших не более чем 
на ∆p/2,  то  принималось решение о  разреше-
нии (разделении) гармоник. Иначе считалось,  
что  гармоники при данных параметрах не раз-
личаются. Величина ошибки S расчета ЧЕ-спек-
тра,  то  есть точность представления процесса 
суммой 2-х гармоник во  внимание не принима-
лась,  поскольку при положительном решении 
она естественно  получалась минимально  малой. 
Поэтому задача достижения глобального  мини-
мума не ставилась.

В результате проведенных расчетов положи-
тельные и отрицательные исходы образовали 
два множества точек в системе координат σ,  ∆p. 
После проведения 3068 вариантов моделирова-
ния процессов и расчета их ЧЕ-спектров была 
построена в этой системе координат кривая,  
разделяющая область (сверху от кривой) разре-
шения гармоник с областью (снизу) ошибочных 
решений. Кривая представлена в логарифмичес-

ком масштабе на рис.2 внизу. Ее расположение 
показывает,  что  область разрешения гармоник 
по  нормированной частоте p даже при больших 
уровнях шума лежит намного  ниже обозначен-
ного  уровня 0.02 (2Гц,  если задать T=1),  кото-
рый является порогом разрешения гармоник при 
использовании спектра ДПФ для N=100. 

Во  втором примере в качестве входных про-
цессов рассматривалась сумма из 3-х гармоник с 
наложенным гауссовским шумом. Распределение 
амплитуд и фаз исходных гармоник,  а также 
СКО шума такие же,  как в предыдущем приме-
ре. Распределение относительных частот 1-й и 
2-й гармоник тоже аналогичное. Логарифм час-
тоты p

3
 третьей гармоники задавался равномер-

но  распределенным в интервале [-12;  1] относи-
тельно  первой. Для каждой реализации процесса 
рассчитывался ЧЕ-спектр  порядка K=3. При за-
вершении расчета фиксировались: значение ∆p,  
равное половине разницы между максимальной 
p

3
* и минимальной p

1
* из трех выпавших частот 

исходных гармоник,  и выпавшее σ наложенного  
шума. Если 1-я и 3-я частоты рассчитанного  ЧЕ-
спектра отличились от выпавших не более чем 
на 0.5(p

2
*-p

1
*) и 0.5(p

3
*-p

2
*) соответственно,  а 2-

я попадала в интервал [0.5(p
1
*+p

2
*);  0.5(p

2
*+p

3
*)],            

то  принималось решение о  разрешении (раз-
делении) трех гармоник с параметрами ∆p,  σ. 
Иначе считалось,  что  гармоники при данных 
параметрах не различаются. Величина ошибки 
S расчета ЧЕ-спектра во  внимание не принима-
лась в виду ее малости,  как и для случая суммы 
2-х гармоник.

После проведения 2679 вариантов моделиро-
вания процессов и расчета их ЧЕ-спектров была 
построена в системе координат σ,  ∆p кривая,  
разделяющая область разрешения 3-х гармоник 
(над кривой) с областью ошибочных решений 
(под кривой). Она представлена на рис.2 вверху. 
Кривая лежит ниже обозначенного  уровня 0.04 
(4Гц),  являющегося порогом разрешения 3-х 
гармоник при использовании метода ДПФ для 
N = 100. 

Таким образом полученные результаты под-
тверждают эффективность использования               
Е-спектра для анализа процессов с целью обна-
ружения,  различения и измерения параметров 
сигналов,  в частности прямоугольных радиоим-
пульсов,  из их аддитивной смеси.
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Detection and Discrimination of Signals in Additive Mixture by Calculation 
and Analysis of Natural Spectrum

E.V. Dmitriev

Results for spectral processes calculation are presented by different methods. Their comparative performances are given. 
A new method for spectral decomposition of  short processes is considered and validated. Examples of  the method ap-
plication for detecting and discriminating the signals of  process including conditions of  additive interference.

Дмитриев Евгений Васильевич, 1941 года рождения. Окон-
чил Воронежский государственный университет в 1965 году 
по  специальности математика. С 1982 года ведущий инже-
нер-конструктор  ОАО “Концерн “Созвездие”. Область на-
учных интересов: методы и алгоритмы цифровой обработки 
сигналов в радио  и радиотехнических устройствах;  анализ 
сигналов математическими методами;  аппроксимация,  спек-
тральный анализ процессов и сигналов;  математическое мо-
делирование каналов приема и передачи информации.

 1 Количество  гармоник 2 3 4

 2
Параметры других частот
относительно  1-й

(p
1
;  0.01) (p

1
;  0.02) (p

1
;  0.02)

 3
Общее количество
рассчитанных вариантов

18 32 38

 4           - безуспешных 1 2 3

 5           - успешных 17 30 35

 6
Интервал пороговых
частот  2( 1)p K N∆ = − 0.02 0.04 0.06

 7 Количество  вариантов 1-й группы 14 25 32

 8 Интервал разброса частот в 1-й группе [0.0004;0.0128] [0.0052;0.0367] [0.0081;0.0569]

 9 Количество  вариантов 2-й группы 3 5 3

10 Интервал разброса частот во  2-й группе [0.0337;0.0479] [0.0417;0.0618] [0.0636;0.0941]

Таблица 1


