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Введение 

 

Одной из основных задач эксперименталь-

ной баллистики является задача измерения па-

раметров движения снаряда (перемещения, ско-

рости, ускорения) во время выстрела [1]. При 

этом наибольший интерес представляют не 

единичные значения кинематических парамет-

ров, измеренные на отдельных участках траек-

тории, а их функциональные зависимости от 

времени. 

Отметим, что задача непрерывного измере-

ния параметров движения снаряда в начальный 

момент выстрела до настоящего времени не 

решена [1], т.к. кинематические характеристики 

и, прежде всего, скорость на начальном этапе 

выстрела меняется в широком диапазоне значе-

ний за короткий временной промежуток.  

Для решения таких задач в конце XX века 

получил широкое распространение радиоин-

терферометрический метод измерений. Пред-

ложенные в [1, 2] алгоритмы для анализа ин-

терферометрических данных не всегда эффек-

тивны, т.к. не учитывают многомодовость сиг-

нала, возникающую из-за переотражений элек-

тромагнитной волны между движущимся объ-

ектом и антенной радиоинтерферометра. Для 

анализа таких сигналов могут быть использова-

ны различные методы частотно-временного 

анализа [3, 4], в том числе и вэйвлет-анализ [5], 

но, т.к. в основе таких методов, в явном или 

неявном виде, лежит дискретное преобразова-

ние Фурье, точность анализа зависит от количе-

ства периодов на исследуемом участке интер-

ферограммы. В эксперименте по метанию 

стальной пластины продуктами взрыва заряда 

взрывчатого вещества [6] интерферограмма 

имеет около 40 периодов, но наибольший инте-

рес исследователей представляет начальный 

участок интерферограммы, на котором мгно-

венная частота основной компоненты меняется 

от нулевой до установившейся примерно за 10 

периодов. Изменение частоты происходит сту-

пеньками [2, 6]. В данной статье приводится 

алгоритм, позволяющий оценить ЧВРЭ сигнала 

на данном участке. 

 

1. Описание алгоритма 

 

Псевдопреобразование Вигнера 

В основу алгоритма положено преобразова-

ние Вигнера–Виля, описанное в [3]: 

       




 dtftjtstsfP 2exp
22

, *
. 

Функция P(,f ) называется ЧВРЭ сигнала, 

может принимать только действительные зна-

чения (включая отрицательные).  

Несмотря на высокое разрешение, как по ча-

стоте, так и по времени, в распределении могут 

образовываться побочные частотные компонен-

ты, мешающие анализу сигнала [3, 7]. Это свя-

зано с нелинейностью преобразования.  

Существует несколько методов, позволяю-

щих уменьшить интенсивность побочных ком-

понент, используя определенные процедуры 

усреднения. Один из них – использование окна 

h(t) во временной области. В результате получа-

ется так называемое псевдопреобразование 

Вигнера (ППВ) [4]: 
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то при t0   ППВ переходит в обычное преоб-

разование Вигнера–Виля. При уменьшении t0 

интенсивность побочных продуктов ослабляет-

ся, платой за это является ухудшение частотно-

го разрешения.  

При анализе оцифрованного сигнала ППВ 

удобнее вычислять с помощью быстрого преоб-

разования Фурье (БПФ) в скользящем окне. Для 

этого перед выполнением процедуры БПФ от-

резок сигнала s[n], выделенный скользящим 

окном с размером M отсчетов, преобразуют по 

следующему алгоритму. 

1) если размер окна нечетный, то  

    1,...,1,0],1[*
1  MnnMsnsns , 

для четного размера окна  

   

   ;1]1[1

,2,...,1,0],2[

*
1

*
1





MsMsMs

MnnMsnsns
 

2) чтобы результат процедуры БПФ полу-

чился действительным, необходимо перед вы-

числением БПФ выполнить циклическую пере-

становку полученного сигнала s1[n] влево на 

(M-1)/2 отсчетов (если М – нечетное) или на 

M/2-1 (если M – четное). 

При построении ЧВРЭ все значения на шка-

ле частот следует разделить на 2. 

В качестве примера построим ЧВРЭ для 

смоделированного сигнала: 

     
   ,0005.02sin2001.02exp

0005.02sin10005.02exp

nnj

nnjns





N = 0, 1, …, 3999, 

который состоит из двух ЧМ компонент, мгно-

венная частота одной из них меняется по сину-

соидальному закону в диапазоне от 0 до 0.1, а 

другой – от 0 до 0.2. 

 
 

Рис. 1. ЧВРЭ, вычисленное с помощью псевдопреобразования Вигнера (M=500) 

 

 
Рис. 2. Фурье-спектрограмма (M=500) 
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На рис. 1 представлено ЧВРЭ, полученное с 

помощью ППВ c размером окна M=500 отсче-

тов. По оси абсцисс отложено время, по оси 

ординат – частота. Более темные участки рас-

пределения соответствуют большей интенсив-

ности. 

Для сравнения на рис. 2 представлена фурье-

спектрограмма, вычисленная с таким же разме-

ром окна. 

Качественно можно видеть, что ЧВРЭ ППВ 

(рис. 1) имеет более высокое частотно-вре-

менное разрешение по сравнению со спектро-

граммой (рис. 2). При увеличении размера окна 

количество и интенсивность побочных компо-

нент в ЧВРЭ ППВ увеличиваются, что может 

затруднить выделение основных компонент 

(рис. 3). 

Рассмотрим другой пример.  

Смоделированный сигнал: 

     
   ,01.02sin21.02exp

01.02sin05.02exp

nnj

nnjns




 

N = 0, 1, …, 999 (1) 

состоит из двух ЧМ компонент, мгновенная ча-

стота одной из них меняется по синусоидаль-

ному закону в диапазоне от 0.04 до 0.06, а дру-

гой – от 0.08 до 0.12, в отличии от предыдущего 

сигнала диапазон частот каждой ЧМ компонен-

ты уменьшился в 5 раз, а период закона измене-

ния частоты – в 20 раз. 

На рис. 4, 5 представлены ЧВРЭ, получен-

ные с помощью ППВ c различными размером 

окон. При размере окна в 500 отсчѐтов (рис. 4) 

количество и интенсивность побочных компо-

нент в ЧВРЭ затрудняют выделение ЧМ компо-

нент, присутствующих в сигнале. Уменьшение 

размера окна до 50 отсчетов (рис. 5) позволяет 

оценить структуру сигнала, но разрешение по 

частоте может быть недостаточно для анализа 

сигнала. 

 

Модификация псевдопреобразования Вигнера 

Чтобы исследовать сигналы, подобные (1), 

была сделана модификация алгоритма вычис-

 

 
 

Рис. 3. ЧВРЭ, вычисленное с помощью псевдопреобразования Вигнера (M=2000) 
 

 
 

Рис. 4. ЧВРЭ, вычисленное с помощью псевдопреобразования Вигнера (M=500) 
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ляющего ППВ, заключающаяся в замене БПФ 

на оценку оптимальных параметров экспонен-

циальной модели [8]. При этом учитывалось, 

что ППВ может принимать только действитель-

ные значения, что значительно упрощает пред-

ложенный в [8] алгоритм.  
1) Отрезок сигнала s[n], выделенный сколь-

зящим окном размером M отсчетов, преобразу-

ем по следующему алгоритму: 

    11
*

11 ,...,1,0],[ MnnMsnMsns  , (2) 

где 
2

1
1




M
M  – для нечетного M, 1

2
1 

M
M  

– для четного M. 

2) Используя алгоритм оптимизации, ап-

проксимируем полученный сигнал s1[n] линей-

ной комбинацией p комплексных экспонент (не 

обязательно ортогональных на данном отрезке) 

с различными частотами fk и амплитудами Ak, 
так, чтобы относительная ошибка аппроксима-

ции между моделью и сигналом была мини-

мальной. 

Относительная ошибка аппроксимации вы-

числяется по формуле: 

   

 










1

1

0

2

1

0

2

11
~

M

n

M

n

ns

nsns

,  (3) 

где   





p

k

nfj
k

keAns
1

2
1

~  – модель полученного 

сигнала, fk – параметр поиска, который может 

принимать действительные значения от –0.5 

до 0.5. 

Оптимальное значение Ak находится из си-

стемы линейных уравнений: 

      

      


























1

1

0

11

1

0

111

1

1

2sinIm2cosRe

................................................................

2sinIm2cosRe

M

n
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p

k

pkk

M

n

p

k

kk

nfnsnfnscA

nfnsnfnscA

, (4) 

где  

  

    
  






















.,1

;,
sin2

25.0sin

2

1

2cos

1

1

0

1

km

km

km

km

M

n

kmmk

ffM

ff
ff

ffM

nffc

 

3) Полученные значения частот делим на 2. 

4) Значения амплитуд Ak отображаются на 

плоскости время–частота. По оси абсцисс от-

кладывается номер отсчета сигнала, соответ-

ствующий центру скользящего окна, по оси ор-

динат – линейная цифровая частота, по оси ап-

пликат на частотах fk отображаются значения 

амплитуд Ak оттенками серого. 

 

Блок-схема алгоритма 

На рис. 6 представлена блок-схема алго-

ритма. 

Отрезок сигнала s[n], выделенный скользя-

щим окном с размером M отсчетов (блок 1), 

преобразуют в s1[n] (блок 2). 

Дальнейшая обработка преобразованного 

сигнала происходит в цикле (блок 3). С помо-

щью генератора случайных чисел (блок 4) за-

даются начальные значения всех цифровых ча-

стот fk в диапазоне от -0.5 до 0.5. В блоке 5 про-

водится поиск оптимальных параметров fk, при 

которых относительная ошибка аппроксимации, 

вычисляемая в целевой функции (блок 6), имеет 

 

Рис. 5. ЧВРЭ, вычисленное с помощью псевдопреобразования Вигнера (M=50) 
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минимальное значение. В процессе поиска зна-

чения цифровых частот могут перейти за гра-

ницы заданного диапазона, поэтому получен-

ные данные приводятся в диапазон от –0.5 до 

0.5. Весь этот процесс происходит многократно, 

сохраняя значения поисковых параметров, при 

которых целевая функция имеет наименьшее 

значение. 

Найденные значения частот делятся на 2 и 

вместе со значениями амплитуд передаются в 

блок 7, в котором отображаются на плоскости 

время – частота.  

 

Особенности реализации алгоритма 

Как правило, в сигналах присутствует посто-

янная составляющая. Чтобы ее учесть, в экспо-

ненциальную модель можно добавить еще одну 

экспоненту с нулевой частотой. Это повышает 

точность аппроксимации, не увеличивая время 

работы алгоритма. 

Для поиска оптимальных параметров 

хорошо зарекомендовала подпрограмма  

E04CCF [9] библиотеки NAGLIB, в которой 

реализован симплексный [10] алгоритм оп-

тимизации.  

 

Особенности вычисления частоты и ам-

плитуды 

При вычислении ЧВРЭ широкополосных 

ЧМ сигналов алгоритмами, основанными на 

оценке параметров синусоидальной или экспо-

ненциальной модели методом оптимизации, 

 

 

s1 [0],… s1[M-1] 

Начальные случайные 

значения  

f1, f2,…, fp 

4 

Поиск оптимальных  

параметров  

(симплексный алгоритм)  

5 

ЦЕЛЕВАЯ ФУНКЦИЯ 

1. Вычисляет значения Ak, 

решая систему линейных 

уравнений (4)  

 

2. Вычисляет относительную 

ошибку аппроксимации  
по формуле (3) 

  

6 

f1,…,, fp 

 

 

Цикл выполняется заданное число раз 

f1,…, fp, A1,…, Ap 

s[0],…,s[M-1] 

1 

7 

Преобразование сигнала 
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Рис. 6. Блок-схема алгоритма 
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возникает побочный эффект, когда амплитуда 

двух или более частотных компонент во много 

раз превышает амплитуду сигнала. Если ЧМ 

компонента определена на коротком отрезке, то 

ее можно аппроксимировать с высокой точно-

стью несколькими комплексными экспонентами 

с близкими частотами и амплитудами, во много 

раз превышающими амплитуду исходного сиг-

нала, сумма начальных фаз этих компонент 

близка к . При сложении этих компонент 

мгновенное значение частоты и амплитуды на 

заданном отрезке меняется по закону [11]: 

         
   tytx

txtytytx
tf

222

1






 , (5) 

     tytxtA 222  , (6) 

где 

    
k

kkk tfAtx 2cos , 

    
k

kkk tfAty 2sin , 

    
k

kkkk tffAtx 2sin2 , 

    
k

kkkk tffAty 2cos2 . 

Поэтому, если при оценке параметров сину-

соидальной или экспоненциальной моделей не-

которые значения амплитуд превосходят ам-

плитуду сигнала, разница в частотах не превы-

 

 
 

Рис. 7. ЧВРЭ, вычисленное с помощью модифицированного преобразования Вигнера–Виля (M=15, P=4) 

 

 
 

Рис. 8. ЧВРЭ, вычисленное методом оценки оптимальных параметров  

экспоненциальной модели в скользящем окне (M=15, P=3) 
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шает заданное значение
1
, сумма фаз близка к , 

то следует объединить эти компоненты в одну, 

пересчитав амплитуды и частоты по формулам 

(5) и (6). Для алгоритма, приведенного в [8], 

значение t равно половине размера окна (не 

округляя до целого). Для алгоритма, приведен-

ного в данной статье, значение t = 0. В этом 

случае соотношения (5) и (6) можно переписать: 
 

 







k

k

k

kk

A

Af

f
2

1
0 , 

  
k

kAA 0 . 

                                                 
1 В реализованной программе для алгоритмов при-

веденных в [8] и в данной статье это значение равно 

0.0001 (подбиралось экспериментально). 

Выбор количества частотных  компонент 

в модели 

Количество частотных компонент в модели 

выбирается, исходя из априорной информации о 

сигнале.  
 

2. Тестирование алгоритма 
 

В качестве примера на рис. 7 представлено 

ЧВРЭ смоделированного на компьютере сигна-

ла (1), вычисленное с помощью модифициро-

ванного преобразования Вигнера–Виля (МПВВ) 

(размер окна M=15 отсчетов, количество час-

тотных компонент, задаваемых для поиска, 

P=4). Несмотря на малый размер окна, удалось 

не только разделить частотные компоненты, но 

и достаточно точно описать закон изменения 

частоты каждой из них.  

Для сравнения на рис. 8 представлено ЧВРЭ, 

вычисленное с помощью метода оценки опти-

 
 

Рис. 9. Квадратурный сигнал, полученный на выходе интерферометра 

 

 
 

Рис. 10. ЧВРЭ, вычисленное с помощью модифицированного  преобразования  

Вигнера–Виля интерферограммы (M=200, P=2) 

 



 

С.Ю. Лупов, В.И. Кривошеев 

 

 

102 

мальных параметров экспоненциальной модели 

(ООПЭМ) в скользящем окне, приведенного в 

[8], на котором хорошо различимы частотные 

компоненты, но, в отличии от МПВВ, на них 

заметны ложные ступеньки. 
 

3. Применение модифицированного  

алгоритма Вигнера–Виля для анализа  

экспериментальных данных 
 

Рассмотрим пример анализа данных, полу-

ченных в опыте по регистрации процесса мета-

ния стальной пластины продуктами взрыва за-

ряда из тротила [2, 6]. 

На рис. 9 приведена запись выходных сигна-

лов интерферометра, на рис. 10 – ЧВРЭ, вычис-

ленное с помощью МПВВ (размер окна M = 200 

отсчетов, количество частотных компонент в 

модели P = 2). На ЧВРЭ отчетливо видна ча-

стотная компонента, соответствующая скорости 

пластины. Соотношение, приведенное в [2] 

fV
2


  

позволяет пересчитать мгновенную частоту в 

скорость V пластины. В данном соотношении  

f – реальная доплеровская частота, которая вы-

числяется умножением цифровой частоты на 

частоту дискретизации,  – длина волны излу-

чаемой радиоинтерферометром. 

В ЧВРЭ отчетливо видны ступеньки на 

начальной стадии движения пластины (первые 

1000 отсчетов), которые действительно присут-

ствуют в сигнале [2].  
 

Выводы 
 

Описанный алгоритм предназначен для вы-

числения ЧВРЭ широкополосного ЧМ сигнала.  

Алгоритм основан на вычислении псев-

допреобразования Вигнера, в котором заменили 

БПФ на оценку оптимальных параметров экс-

поненциальной модели методом оптимизации, 

что позволило анализировать ЧМ сигналы с 

небольшим количеством периодов. Малый раз-

мер скользящего окна увеличил разрешение по 

времени, при этом разрешение по частоте оста-

лось высоким. 

Анализ интерферограммы, полученной в 

опыте по регистрации процесса метания сталь-

ной пластины продуктами взрыва заряда взрыв-

чатого вещества позволил оценить скорость 

пластины на начальной стадии движения. 

Недостатком алгоритма является длительное 

время вычисления. 
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A MODIFIED WIGNER-VILLE TRANSFORM TO ANALYZE INTERFEROMETRIC DATA  

OF GAS-DYNAMIC PROCESSES  
 

S.Yu. Lupov, V.I. Krivosheev 
 

An algorithm to estimate time-frequency energy distribution (TFED) of short broadband frequency-modulated 

signals is presented. We give an example of TFED interferogram obtained in the experiment on throwing a metal 
plate by TNT explosion products. 

 

Keywords: Wigner-Ville transform, time-frequency distribution, gas-dynamic process, interferogram. 


